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基于子空间的线性约束最小二乘恒模算法 

孟  艳    汪晋宽    朱  俊 
(东北大学信息科学与工程学院  沈阳  110004) 

摘  要：线性约束最小二乘恒模算法能够有效克服恒模算法中存在的干扰捕获问题，然而，在实际的系统中，由

于受到来自噪声子空间分量的影响，从而导致性能下降。针对这一问题，该文提出了一种基于子空间方法的线性

约束最小二乘恒模(SLSCM)多用户检测算法并对其性能进行了理论分析。该算法收敛速度快，信道跟踪能力强，

有较好的输出信干噪比和误码率性能。理论分析和仿真实验验证了该文算法的有效性和优越性。 
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A Linearly Constrained LSCM Algorithm Based on Subspace  
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Abstract: Linearly constrained Least Square Constant Modulus Algorithm (LSCMA) is an effective solution to the 
problem of interference capture in Constant Modulus Algorithm (CMA). But the performance will degrade when it 
is affected by the noise subspace in practical situations. In order to overcome this shortage, a subspace-based 
linearly constrained LSCMA multiuser detection algorithm is proposed. The proposed algorithm offers fast 
convergence rate, has good channel tracking ability and provides excellent output Signal-to-Interference-plus- 
Noise-Ratio (SINR) and Bit Error Rate (BER) performance. Theory analysis and simulation results demonstrate 
the effectiveness and superiority of the proposed algorithm. 
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1  引言  

多址干扰是影响CDMA系统的主要因素之一，多用户检

测技术能有效地抑制多址干扰，从而提高系统的性能，增加

系统的容量。盲多用户检测算法 [1 3]− 由于不需要训练序列，

只需要目标用户的特征波形和定时信息就可以有效地抑制

多址干扰，因此引起人们越来越多的关注。 

传统的恒模算法是基于最陡下降形式的算法[4]，收敛速

度较慢。最小二乘恒模算法对线性无关的输入数据能确保全

局收敛性和稳定性，收敛性得到了提高[5]。但是CDMA系统

是一种多个恒模信号共存的环境，传统的CMA算法极易捕获

到其他干扰信号而不是所需信号，解决的方法有多个恒模阵

列级联的方法[6]，这种方法复杂度相当高，线性约束恒模算

法 [7 9]− 能很好地解决干扰捕获问题，但是其收敛性能受步长

因子的影响很大。 

文献[10]提出一种线性约束的最小二乘恒模算法，该算

法不仅可以有效解决干扰捕获问题，而且收敛性能不受步长

的影响。然而，在实际的应用中，由于受到噪声子空间的影

响从而导致性能下降。针对这一问题，本文将子空间方法和
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线性约束最小二乘恒模算法相结合，提出一种基于子空间的

最小二乘恒模多用户检测算法，并对算法的计算复杂度、输

出信干噪比以及误码率性能进行了理论分析。该算法消除了

噪声子空间的影响，改善了系统的性能，采用OPAST子空

间跟踪算法[11]自适应得到信号子空间，减少了计算复杂度。

仿真实验表明，与传统的线性约束最小二乘恒模算法和基于

子空间的MMSE算法相比，所提算法收敛速度快，能适应环

境的变化，输出信干噪比和误码率性能好。 

2  信号模型 

考虑一个具有K 个用户的同步 DS-CDMA 通信系统。

在加性高斯白噪声信道情况下，经过码片匹配滤波器和码片

速率采样之后，在一个符号间隔T 内，接收端的输出样本为

一个N 维向量 

1

K

k k k
k

A b σ
=

= +∑r s n                (1) 

其中 kA 是第 k 个用户接收信号的幅度； { 1}kb ∈ ± 是第 k 个

用户接收信号的信息比特； T
0 1(1/ )[ , , ]k k

k NN β β −=s 是第

k 个用户的归一化扩频码向量， { 1}( =1, , )k
i i Nβ ∈ ± 是第

k 个用户的扩频码序列；n 是一个均值为 0，方差矩阵为

NI ( NI 表示一个N N× 的单位矩阵)的高斯白噪声向量， 2σ
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是噪声的方差。假设 K 个用户的扩频码是线性独立的。

1[ , , ]KS s s ， 2 2
1diag( , , )KA AA 。则接收信号r 的自相

关矩阵为 

H 2 H 2 H 2

1

{ }
K

k k k N N
k

E A σ σ
=

= = + = +∑R rr s s I SAS I  (2) 

对矩阵R 进行特征值分解 
H

H
[  ]

s s
s n

n n

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

U
R U U

U

Λ
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            (3) 

其中 s =Λ 1diag( , , ),  K iλ λ λ 是R 的第 i 个最大特征值(降

序)； 1[ , , ]s K=U u u 包含相应于特征值的正交特征向量；
2

n N Kσ −= IΛ 和 1[ , , ]n K N+=U u u 分别表示 N K− 个特

征值 2σ 以及与其对应的正交向量。 sU 为信号子空间，它的

正交部分 nU 为噪声子空间。 

3  基于子空间的线性约束 LSCMA 算法 

传统的线性约束 LSCMA 算法是使下面的非线性代价

函数最小化[10] 

H 2 H
1

1

( ) || | 1 | , s.t. 1
L

i
i

J
=

= − =∑w w r w s        (4) 

其中w 是多用户检测器的权向量， ir 表示第 i 个接收信号向

量，L 是接收信号向量的个数， 1s 为期望用户的扩频码，

检测器的输出 iy 为 
H

i iy = w r                      (5) 

权向量w 可分解为相互正交的两部分 

1= +w s Bx                   (6) 

其中x是新的更新权向量， H
1 1= −B I s s 。其权向量x的更

新算法如下 
1 *( 1) ( ) ( ) ( ) ( )lci i i i e i−+ = −x x R Br         (7) 

式中 ( )lc iR 是向量 ( )iBr 的自相关矩阵， ( ) ( 1)lc lci i= −R R  
H( )( ( ))i i+Br Br ，

( )
( ) ( )

| ( ) |
y ie i y i
y i

= − 。 

从式(6)可知，权向量w 中存在噪声子空间分量，从而

导致性能下降。针对这一问题，本文提出一种基于子空间方

法的线性约束 LSCMA 算法。该算法通过将权向量约束在信

号子空间内，从而消除了噪声子空间的影响。 

定义基于信号子空间的新的权向量： 

1 1= +w s B x                   (8) 

式中
H

1 s s=B U U ， 1N K
s ℜ × −∈U 是向量 1s 的零信号子空间，

即 sU 位于信号子空间内，且满足 T
1 0s =s U ；x 是 1s 的自

适应调整部分。从式(8)可知，矩阵 sU 将权向量约束在信号

子空间，消除了噪声的影响，提高了系统的输出信干噪比和

误码率性能。 

权向量x的更新算法如下 
1 *

1 1( 1) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i e i−+ = −x x R r          (9) 

式中 1 1( ) ( )i i=r B r ， 1( )iR 是向量 1( )ir 的自相关矩阵， 1( )iR  
H

1 1 1( 1) ( ) ( )i i i= − +R r r 。 

为了简化 1
1( )i −R 的运算，根据矩阵求逆引理，可得逆

矩阵 1
1( ) ( )i i−=p R 的递推公式 

H
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H
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H

1
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式中 
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利用式(10)不难证明 
H

1 1 1 1

H H
1 1 1

1

( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )

          [1 ( ) ( 1) ( )] ( ) ( ) ( )

             ( 1) ( )= ( )

i i i i i i i i

i i i i i i

i i i

= − − −

= + − −

⋅ −

p r p r k r p r

r p r k k r

p r k   (12) 

因此， ( 1)i +x 的迭代公式为 
*( 1) ( ) ( ) ( )i i i e i+ = −x x k            (13) 

为了得到权向量w ，必须估计信号子空间 sU 。 

定义在 1s 上的投影为 
 H 1 H

1 1 1 1( )−=Q s s s s                 (14) 

其在正交于 1s 的子空间上的投影为 
=⊥Q I Q−                      (15) 

将接收向量r 投影到 ⊥Q 得到新的向量r  
⊥=r Q r                        (16) 

则r 的自相关矩阵为 
H{ }EC rr                     (17) 

对C 进行特征值分解为 
H

H
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其中 1 1diag( , , )s Kλ λ −=Λ 包含了C 的 1K − 个最大的特

征值； 2
n N Kσ −= IΛ 为噪声的特征值； 0o =Λ ； sU ， nU

和 oU 分别为对应的正交特征向量。 sU 的列空间是向量 1s

的零信号子空间，因此通过对自相关矩阵C 进行特征值分

解即可得到 sU 。直接特征值分解计算复杂度高，不利于工

程实现。为了减少计算复杂度，本文采用 OPAST 子空间跟

踪算法[11]自适应得到信号子空间 sU 。 

4  OPAST 子空间跟踪算法 

文献[11]给出了OPAST子空间跟踪算法，具体算法如

下。设 r 是一个 N 维的随机向量序列，其相关矩阵 =C  
H{ }E rr ，秩为 1, 1K N K− > − 。其代价函数为 

H 2 H

H H

( ) (|| || ) Tr( ) 2Tr( )

           Tr( )

J E= − = −

+

W r WW r C W CW

W CWW W (19) 

信号子空间特征向量W 的正交预测逼近子空间跟踪迭代算

法如下： 

对于 H1,2, , , ( ) ( 1) ( ) ( )i M i i ' i i= = − +W W p q , ( )iq  

(1/ ) ( 1) ( )i iβ= −Z y , H( ) ( 1) ( )i i i= −y W r , ( ) 1/[1iγ = +  
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H( ) ( )]i i⋅y q , ( ) ( )( ( ) ( 1) ( ))i i i i iγ= − −p r W y , ( ) [1/( ||iτ =  
2( ) || )]iq 2 2[1/ 1 || ( ) || || ( ) || 1]i i+ −p q , ( ) ( ) ( 1)' i i iτ= −p W

2( ) (1 ( ) || ( ) || ) ( )i i i iτ⋅ + +q q p , ( )=(1/ ) ( 1) ( ) ( )i i i iβ γ− −Z Z q  
H( )i⋅q , 0 < 1β < ( β 为遗忘因子)。 

该算法确保了每次迭代跟踪得到的信号子空间的正交

性，并且算法复杂度为 ( ( 1))O N K − 。 

5  性能分析 

本节对算法的计算复杂度、输出信干噪比以及误码率性

能3个方面进行分析。 

(1)算法复杂度比较  传统的LSCMA算法[10]的算法复杂

度为 3( )O N 。本文算法在传统的LSCMA算法的基础上引入

了子空间方法，因此需要估计信号子空间。本文采用低复杂

度的OPAST子空间跟踪算法自适应得到信号子空间，这部分

计算复杂度为 ( ( 1))O N K − ，因此本文算法的复杂度为
3( ) ( ( 1))O N O N K+ − 。两种算法的计算复杂度比较如表1所

示。从表1可以看出，本文算法并没有增加太多的计算复杂

度。 

表 1 两种算法的计算复杂度比较 

算法 计算复杂度 

传统 LSCMA 3( )O N  

本文算法 3( ) ( ( 1))O N O N K+ −  

(2)输出信干噪比  根据文献[12]，输出信干噪比(SINR)

定义为 

SINR d

i n

P
P P

=
+

               (20) 

式中 dP 为输出信号功率， H 2 2
1 1( )dP A= w s ， iP 为输出干扰 

功率， 2 H 2

2

( )
K

i k k
k

P A
=

=∑ w s ， 2 H
nP σ= w w为输出噪声功率， 

w为权向量。 

权向量w 可以分解为如下形式 

s n= +w w w                  (21) 

其中 sw 和 nw 是分别位于信号子空间和噪声子空间的两个

正交分量。 

传统的线性约束 LSCMA 算法的输出 SINR 为 
2
1

old
2 H 2 2 H

2

SINR
( )

K

k k
k

A

A σ
=

=
+∑ w s w w

        (22) 

将式(21)代入式(22)可得 
2
1

old
2 H 2 2 H H

2

SINR
( ) ( )

K

k s k s s n n
k

A

A σ
=

=
+ +∑ w s w w w w

   (23) 

其中使用了 H H0,  0n k n s= =w s w w 。 
新的线性约束 LSCMA 算法是将权向量约束到信号子

空间，亦即相当于把 nw 分量去掉，则上式变为 
2
1

new
2 H 2 2 H

2

SINR
( )

K

k s k s s
k

A

A σ
=

=
+∑ w s w w

       (24) 

比较式(23)和式(24)得到 

new oldSINR SINR>               (25) 

从式(25)可知，基于子空间的线性约束LSCMA算法的输出

SINR较高。 
(3)输出误码率  传统的线性约束LSCMA算法的近似误

码率为 

1
old H

( ) AP e Q
σ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠w w
             (26) 

其中
2( / 2)1( ) d

2
x

x
Q x e x

π
∞Δ −= ∫ 。 

将式(21)代入式(26)，得到 

1
old H H

( )
s s n n

A
P e Q

σ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ +⎝ ⎠w w w w
          (27) 

将权向量定义在信号子空间相当于把 nw 分量去掉，则

新的线性约束LSCMA算法的近似误码率为 

1
new H

( )
s s

A
P e Q

σ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠w w
            (28) 

比较式(27)和式(28)可得 

new old( ) ( )P e P e<                   (29) 

从上面的分析可知，基于子空间的线性约束 LSCMA 算法的

近似误码率小于传统的线性约束 LSCMA 算法。 

6  仿真结果  

假设在同步DS-CDMA系统中，同时有7个用户通信，用

户1为期望用户，其他用户为干扰用户，干扰强度为MAIi =  
2 2

110 lg / 10dBiA A = ， =2, ,7i 。用户1的扩频码为31位的

gold序列，其他用户的扩频码随机产生。每个点为100次仿

真实验的平均值。仿真结果如图1-图5所示。图中，实线表

示基于子空间的线性约束LSCMA(SLSCMA)算法，点线表示

传统的线性约束LSCMA算法[10]，点划线表示基于子空间的

MMSE算法[3]，信号子空间由特征值分解得到。 

实验1  比较3种算法的输出信干噪比(SINR)性能。图1

中给出了信噪比 SNR=0dB 时，检测器的输出信干噪比SINR

随迭代次数的变化曲线。当信噪比 SNR=10dB 时，检 

 

图 1 输出信干噪比            图 2 输出信干噪比 

(SNR=0dB)                 (SNR=10dB) 
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测器的输出信干噪比 SINR随迭代次数的变化曲线在图 2中
给出。从实验 1 可以看出 SLSCMA 算法的收敛速度快，输

出信干噪比优于线性约束 LSCMA 算法和 MMSE 算法，具

有较强的抗多址干扰能力。 
实验2  比较3种算法在动态信道下的输出信干噪比性

能。初始时系统有7个用户，迭代至3000次时，系统增加3个
MAI为10dB的干扰用户，当迭代至6000次时，系统又减少5
个MAI为10dB的干扰用户。图3和图4分别给出了信噪比

SNR=0dB 和 SNR=10dB时3种算法在动态环境下的输出信

干噪比SINR随迭代次数的变化曲线。从图3和图4的结果中可

以看出，系统中用户动态变化时，SLSCMA算法能快速收敛

到稳态值，且输出的稳态信干噪比一直高于LSCMA和

MMSE算法。实验2表明本文算法具有较强的动态信道跟踪

能力，且能很好地适应环境的变化，非常适用于移动CDMA
系统中。 

 

图 3 输出信干噪比             图 4 输出信干噪比 

(SNR=0dB)                  (SNR=10dB) 

实验3  比较3种算法的误码率性能。图5给出了3种算法

的误码率随着信噪比的变化曲线。每个信噪比下各个算法的

误码率为传输10000个数据后计算的误码率。从图5中可以看

出，SLSCMA算法的误码率在各个信噪比下都优于传统的线

性约束LSCMA算法和MMSE算法。实验3表明本文算法的输

出误码率较低，检测性能较好。 

 
图 5 输出误码率 

7  结束语 

针对线性约束 LSCMA 算法在实际的应用中受到噪声

子空间的影响从而导致性能下降的问题，本文提出了一种基

于子空间方法的线性约束 LSCMA 算法，并对其进行了性能

分析。该算法将线性约束 LSCMA 算法和子空间方法相结

合，消除了噪声子空间的影响，提高了多用户检测的性能，

采用OPAST子空间跟踪算法实现了信号子空间的自适应跟 

踪，降低了计算复杂度。仿真结果表明，与线性约束 LSCMA
算法和基于子空间的 MMSE 算法相比，所提算法不仅收敛

速度快，输出信干噪比和误码率性能好，而且在动态环境下

也能很好的工作。 
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