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紧缩能量分层有限 Ridgelet 图像去噪新方法 

赵春晖    尚政国  
(哈尔滨工程大学信息与通信工程学院  哈尔滨  150001) 

摘  要：有限 Ridgelet 变换是一种为了克服 Wavelet 在高维信号处理中的不足而提出的图像处理新方法。通过

Radon 变换将图像边缘奇异性转变为点奇异性，再利用 Wavelet 变换针对点奇异性进行处理。根据图像经 Radon

变换后能量分布紧缩集中，该文提出一种新的 Ridgelet 改进算法，该算法在图像 Ridgelet 变换过程中，按能量高

低分为两种能量系数矩阵再分别进行降噪处理，并在融合重构以后，再次利用 Wavelet 变换提取低能量图像中的细

节信息并将之融合，二次加强图像细节。使得输出信噪比及图像细节保持上得到大幅度提高。仿真试验表明在受噪

声干扰严重情况下，该方法的输出信噪比及视觉效果均优于其他算法。 
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New FRIT Denoisy Method Based on Compact Energy Delamination 
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Abstract: The Finite Ridgelet Transform (FRIT) is a new image processing method which could conquer the defect 
of Wavelet in high dimension. The method changes the line singularity in the image into the point singularity via 
the Radon transform, deals the point singularity with Wavelet transform. It is shown that the energy is compact 
by using the Radon transform on the image, and  the characteristic on the Ridgelet transform is applied in the 
image processing which obtains the good result in the denoising and the edge keeping of the image. Especially 
under the strong noisy, it is better than other methods. 
Key words: Radon transform; Energy delamination; Ridgelet transform; Wavelet transform 

1  引言  

实际中的各种图像都是通过采集设备而获得的带噪图

像。其噪声主要分为两类，即设备噪声及自然噪声。为了后

续处理的需要，对图像进行去噪是有必要的。人们根据实际

图像的特点提出了各种去噪方法，如滑动平均窗滤波[1]，

Wiener 滤波[1]，基于秩——阶滤波[2]，形态滤波，以及基于

Wavelet 变换去噪[3]等。Wavelet 去噪法虽然具有对点的良好

去噪能力，但是其系数的局部模极大值只能反映该系数是

“过”边缘，无法表达“沿”边缘信息，因此对边缘的保持

能力不强[4]。Ridgelet 变换是在研究 Wavelet 基础上发展起

来的，它不但克服了 Wavelet 变换的缺点，而且还具有其自

身的独特优点。将 Ridgelet 变换应用于图像去噪过程中，可

获得比 Wavelet 更好的边缘保持能力及去噪效果。在处理过

程中根据能量分布将系数分层处理的改进 Ridgelet 去噪算

法，可获得比原始 Ridgelet 去噪法更加理想的处理效果。 
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2  有限 Ridgelet 变换算法基本原理 

2.1 连续 Ridgelet 变换[5] 

对于一个给定的双变量可积函数 ( )f x ，在 2R 域中的连

续 Ridgelet 变换定义如下[6]: 

2 , ,CRT ( , , ) ( ) ( )df a bR
a b x f x xθθ Ψ= ∫          (1) 

式中 , , ( )a b xθΨ 为二维 Ridgelet 函数，其表达式为函数 ( )xΨ 的

一维 Wavelet 变换， 

1 2
, ,

cos sin( )a b
x x bx a

aθ
θ θΨ Ψ ⎛ ⎞+ − ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠         (2)  

Ridgelet 变换和 Wavelet 变换是相互关联的，二者通过

Radon 变换联系在一起。 

函数 ( , )f x y 的Radon变换是该函数沿平面内不同斜率平

行线组的积分[7]。 

( , ) ( , ) ( cos sin )d dfR x y f x y t x y x yδ θ θ= − −∫∫    (3) 

在某一方向 θ的 Radon 变换必然会和图像中的某一直

线型奇异性重合，在这个方向上沿直线进行积分后，会将直

线型奇异性转变为点状奇异性。 

2.2 有限 Radon 变换 

有限 Radon 变换[8](FRAT)是有限大小的二维离散图像
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实现有限 Ridgelet 变换的手段。FRAT 为图像中各方向斜率

的平行线上所有像素值累加集合。 

对于一个 2
PZ 域上 p× p(p 为素数)大小的图像数据

2( , ), , Pf i j i j ∈Z ，首先定义一个 p 的模向量  {0,1,p =Z  

, 1}p − ，则图像 2( , ), , Pf i j i j ∈Z 的 FRAT 变换如下： 

.( , )

1( ) FRAT ( , ) ( , )
k l

k f
i j L

r l k l f i j
P ∈

= = ∑        (4) 

,k lL 是 2
PZ 域上有限点组成的直线，在有限变换中这一系列直

线的定义方式与连续 Radon 变换中的定义方式一致。其中 k

为离散化斜率、 l 为离散化截矩。 ,k lL 定义如下： 
,

,

{( , ) : (mod ), },0

{( , ) : }
k l p

k l p

L i j j k i l p i Z k p

L l j j

= = ⋅ + ∈ ≤ ≤

= ∈Z   (5) 

FRAT 的逆变换定义为通过 2
PZ 内每一个点的所有直线

Radon 系数 ( )kr l 的总和： 

,

2

( , )

1FBP [ , ] [ ],  ( , )
i j

r k P
k l P

i j r l i j
P ∈

= ∈∑ Z        (6) 

,i jP 为通过点 2( , ) Pi j ∈Z 的一系列直线参数的集合， ,i jP 具体

定义如下：  

, {( , ) : (mod ), } {( , )}i j pk l l j ki p k p i= = − ∈ ∪P Z   (7) 

假设 2
PZ 中图像为零均值数据，将式(4)带入式(6)，则得

到： 

,

2

( , ) , ( ', ')
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∈
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∑    (8) 

3  紧缩能量分层有限Ridgelet去噪 

3.1 FRAT 紧缩能量分层 

如果在图像中存在直线性边缘，则会在 Radon 系数的列

数据中出现模值较大的系数，该列的能量也会高于其他列[8]。

也就是说一幅带有直线特征的图像经过 Radon 变换后能量

是紧缩的。如图 1 为工件图像及其对应的 Radon 系数能量比

例分布，以及其中前 30 个较大能量分布图。图 1(b)，图 1(c)

中横坐标为 Radon 系数对应序号，纵坐标为该系数在总能量

中所占百分比。图 1(b)，图 1(c)及表 1 可以看到在 258 个方

向列数据中，主要能量只集中分布在少量系数中，前 10 个

较大能量之和已达到总能量 91.46%，前 10%较大能量之和

占总能量的 96.43%。 

对于零均值图像矩阵 2( , ), ,i j i j ∈f Z ，定义 ( , )h hk l ∈  

,Ehigh
h hk lL ， ,( , ) Elow

l ll l k lk l L∈ ， ,Ehigh
h hk lL ， ,Elow

l lk lL 为
2
PZ 上有限点组成的高、低能量分布直线集合，其中 hk ， lk

为斜率， hl ， ll 为截距。 
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( ) FRAT ( , )
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∈ ∈
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= +

∑ ∑f f

  

(9) 

定义 ,Phighi j ， ,Plowi j 为一系列通过点 2( , ) Pi j ∈Z 的所 

 

图 1 工件图像及其对应的 Radon 系数能量分布 

表 1 系数能量和及其百分比总能量 3.4805 710×  

较大方向能 
量个数 N 

前 N 个能量 
总和( 710× ) 

占总能量百分比 
( % ) 

10 3.1833 91.46 
20 3.3024 94.88 
30 3.3564 96.43 
40 3.3873 97.32 

 

有高低能量直线参数集合。 
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由上述推导过程可以看出，对于一个零均值输入图像，

可利用有限 Radon 变换按照能量分布将图像分解为两个高

低能量系数矩阵，并可将这两个系数矩阵重构为两个高低能

量图像层。 

3.2 能量紧缩分层有限 Ridgelet 去噪 

在 Ridgelet 系数中能量是紧缩的，更多的图像信息集中

在更少的系数中。图像在受到噪声干扰情况下，各个方向上

的能量均在不同程度上受到噪声的影响。如图 2 所示，图

2(a)、图 2(b)两图分别为受噪工件图像的高低 Radon 能量分

布；分别对高低能量图像层进行Ridgelet去噪后，所得Radon

能量分布如图 2(c)，图 2(d)所示。高能量信息经过 Ridgelet

去噪后，其主要 Radon 能量百分比也相对提高，几乎恢复到

原始图像能量分布状态，低能量图像经过去噪后主要方向信

息能量得到保留，并滤掉了大部分细节信息上的噪声能量。 
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图 2 两种情况下 Radon 系数能量分布百分比 

因此，对一幅图像中的高低能量采用不同阈值进行 Ridgelet

去噪处理，可将图像不同能量区域信息保留下来。 

3.3 算法流程 

紧缩能量分层有限 Ridgelet 去噪流程如图 3 所示。 

 

图 3 紧缩能量分层有限 Ridgelet 去噪流程图 

根据上述算法流程，确定算法步骤如下： 

(1)能量分层。将噪声图像进行 Radon 分解，根据能量

分布将 Radon 系数分为两类 hr ， lr ，其中 hr 包含总系数中

的前 10%能量较大系数，然后分别重构高、低能量图像层

imh ， iml 。 

(2)阈值估计。对两个图像数据 imh ，iml 进行阈值估计，

分别获得阈值 1T ， 2T 。 

(3)有限 Ridglet 降噪。对 hr ， lr 进行离散 Wavelet 变换，

得到正交 Ridgelet 系数，并根据阈值对 Ridgelet 系数矩阵分

别进行去噪，得到高、低能量降噪系数 hR 与 lR 。 

(4)融合重构。将 hR 与 lR 融合并重构，得到降噪图像

imR 。 

(5)细节增强。为了更加突出图像中的细节信息，再对低

能量图像层 iml 进行离散 Wavelet 去噪，将去噪后的细节图

像 imW 与 imR 融合，最终得到本算法输出图像 conim 。 

(6)为了去除图像中的部分杂点和边缘上的毛刺以及图

像中的部分“环绕”现象，可将图像通过维纳滤波器，获得

理想效果。 

4  实验结果分析 

实验中将该算法应用于工件图像去噪。并在不同强度噪

声干扰下，进行多方法去噪。表 2 和图 4 为不同噪声情况下

各算法输出信噪比及曲线分布。 

表2 各种去噪方法输出结果信噪比 

降噪方法输出信噪比(dB) 
图像信 
噪比 
(dB) 

中值

滤波 
FRIT Wavelet 本文方法 

本文方法 
+Winter 

-6.05 6.29 8.35 10.24 10.75 12.95 
-0.03 9.83 11.07 12.07 14.83 16.35 
3.45 11.25 12.67 13.31 16.12 17.30 
5.99 12.35 13.85 14.31 16.59 17.67 
7.93 13.88 14.78 15.13 16.77 17.83 
9.52 15.03 15.55 15.84 16.85 17.90 

 

图 4 各滤波器输出信噪比曲线 

实验中信噪比 SNR 定义如下： 

2

1 1

2

1 1

( , )
SNR 10 lg 10 lg

( , )

N N

x yo
N N

n

x y

I x y
E
E N x y

= =

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= = ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∑∑

∑∑
     (12) 

oE 是原始图像能量， nE 是所加噪声能量。 ( , )I x y ， ( , )N x y

分别为对应的图像数据和噪声数据。 

在降噪效果比较实验中，分别采用中值滤波、Wavelet

去噪、FRIT去噪，并将其输出效果与本文算法中第(5)步、

第(6)步输出效果进行比较。 

图 5 是工件图像在加入高斯白噪声，信噪比为 3.49dB，

应用以上几种去噪算法后处理效果比较。 

中值滤波算法采用 3× 3 滤波窗，虽然在图像中边界有

一定的清晰度，但是由于滤波窗口较小，其输出图像去噪效

果较差信噪比较低，在图像中存在相当一部分的噪声。 

Wavelet处理方法采用“db4”3层降噪处理，该方法能

够在很大程度上降低噪声影响提高图像信噪比。但由于

Wavelet变换对于沿“线”方向的信息敏感度低，因此不能 
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图 5 各去噪方法输出效果图像比较 

起到较好的边缘保持效果，使得目标边缘模糊。 

FRIT 对目标的边缘信息处理效果好于 Wavelet，但是

在强噪声下，仍然难以较清晰地恢复目标，并且在输出图像

中有一定的“环绕”现象。 

本文提出的算法在信噪比及边缘信息重构上均好于其

他处理方法。由于图像中大部分能量集中在低频，因此高能

量部分中包含了图像的低频信息，如图像的整体形状等；而

低能量部分则包含了图像中的高频信息即细节信息及部分

噪声，如图像中物体的边缘、纹理及噪声等，对此采用

Ridgelet 去噪能够更好地保留图像中的直线型信息，而采用

Wavelet 去噪则能更好地保留图像中非直线型信息尤其是点

型细节。将这 3 部分图像信息融合后获得的去噪图像效果明

显好于其他去噪方法。尤其是将结果通过 Wiener 滤波后，

在滤除杂点削弱 “环绕”现象的基础上又可进一步提高信

噪比。  

5  结束语 

本文通过研究Radon变换系数能量分布特性，提出紧缩

能量分层Ridgelet去噪算法。该算法继承了有限Ridgelet去噪 

算法对直线特征良好的敏感特性，同时也在去噪过程中提高 

了对细节信息的利用程度，使输出图像的细节部分明显增

强，提高了输出信噪比，并且在一定程度上削弱了“环绕”

现象。经过实验测试，本算法在强噪声干扰下，其去噪效果

能力明显好于其他算法。 
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