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图像局部弹性变换中径向基函数紧支撑集的选取 
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摘  要：弹性图像配准中常常需要采用紧支撑的径向基函数来实现局部弹性变换，径向基函数的支撑集大小决定了

图像局部扭曲的范围，而如何选取基函数的支撑集大小是一个一直没有解决的问题。该文利用弹性变换模型，针对

Wendland 基函数，从理论上分析了双标志点空间位置与基函数支撑集的关系，并对任意标志点集合通过构造

Delaunay 三角剖分来确定基函数支撑集大小，文中给出了径向基函数支撑集的选取原则。人工网格图像和医学图

像的局部弹性变换实验验证了该文的结论。 
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Abstract: In image local elastic transformation, compact support radial basis functions are used to implement local 
elastic deformation transformation. The elastic deformation area is related to the support of radial basis function. 
However, how to choose the support size of the radial basis function based on space distribution of landmarks still 
is an unresolved doubt. In this paper, choosing the support of Wendland basis functions based on the space 
distribution of two landmarks is analyzed in detail. For the landmarks set, Delaunay triangle is constructed to 
obtain the optimal distance between landmarks, and support is chosen correspondingly. The principle of choosing 
the support size of radial basis functions in image local elastic transformation is given also. Experiments of the 
artificial images and medial images show the feasibility of this conclusion. 
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1  引言  

在基于标志点的弹性图像配准方法中，图像弹性变换起

着至关重要的作用[1−10]。一般来讲，图像弹性变换要求连续、

光滑，扭曲能量尽可能小。Bookstein[1]提出了薄板样条插值

方法(TPS)，该方法满足扭曲能量最小的条件，是弹性配准

中经常使用的一种图像弹性变换方法[6,9]。但是由于 TPS 中

采用的基函数不是紧支撑的，距离标志点越远，基函数的值

越大，导致整图都存在这种扭曲。这样对于只发生局部扭曲

的配准问题，TPS 并不适用。为了解决局部弹性配准问题，

Fornefett[3,4]利用 Wendland 函数[7]作为弹性变换的径向基函

数，Wendland 函数具有紧支特性，可以实现局部的弹性变

换；Arad[2]采用 Gauss 函数作为径向基函数，同样可以实现

局部弹性变换，但是Gauss函数并不是真正意义上的紧支撑，
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只能利用截断的 Gauss 函数来近似，而截断的 Gauss 基函数

却不能完全保证弹性变换方程的可解性。李静[10]提出了一种

紧支撑的 TPS 变换方法，但该方法需要比较多的附加标志

点，计算量较大。 

对于紧支撑基函数实现局部弹性变换，有一个关键的问

题没有解决，即：基函数的支撑集大小如何选取？基函数支

撑集的大小直接影响扭曲发生的范围，支撑集越大，扭曲范

围越大，扭曲能量越小；支撑集越小，扭曲范围越小，扭曲

能量越大。如何根据标志点的分布确定适当的基函数支撑集

大小，即在保证扭曲能量尽可能小的前提下，减小扭曲发生

的范围，目前这还是一个没有解决的问题。Fornefett[3]指出

支撑集的大小与标志点的分布有关，但他并没有给出这种关

系。因此，本文针对 Wendland 基函数，从理论上分析了双

标志点的分布与支撑集大小的关系，给出了在标志点集合上

选取支撑集大小的原则。 
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2   基于标志点的局部弹性变换 

假设有 n 个标志点对 ( ) ( ){ , , , , ,i i i pi pi i qi qip q p x y q x y= =  

}1,2, ,i n= ，在 x 方向和 y 方向的插值函数可以统一表示

为 ( )U x ， ( ),i ix x y= 是图像中任意点的坐标。插值函数可以

表示为 

( )( ) ( )
m n

i i i i
i i

U x x R x pβ φ α= + −∑ ∑         (1) 

其中 ( )
m

i i
i

xβ φ∑ 是整图的仿射变换， ( )
n

i i
i

R x pα −∑ 是叠加

的弹性变换， ( )iR x p− 是 x 距离标志点 ip 的欧拉距离所对

应的径向基函数值。插值函数中系数 ,i iα β 由下面的方程解

出： 

00

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎜ =⎟ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟ ⎜⎟⎜ ⎟⎜⎟⎜ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

k

T

aK P Q
bP

             (2) 

其中K 是n n× 矩阵， ( )ij i jK R p p= − 。 ( 1 2, , ,α α=a  

)Tnα ， ( )T1 2, , , mβ β β=b 。P是仿射变换需要的系数矩阵，

( )T1 2, , ,q q qnx x x=kQ 或 ( )T1 2, , ,q q qny y y=kQ ，分别用于求 

解 x 方向和 y 方向的插值函数系数，这样可以得到全局弹性

变换。对于局部弹性变换，一般先对图像进行整图仿射变换，

然后再进行局部变换。局部弹性变换的插值函数为 ( )U x =   

( )
n

i i
i

x R x pα+ −∑ ，系数 iα 由下面的方程解出： =Ka  

Δ kQ 。其中 ,K a 与前面相同， ( 1 1 2 2, ,q p q px x x xΔ = − −kQ  

)T, qn pnx x− 或 ( )T1 1 2 2, , ,q p q p qn pny y y y y yΔ = − − −kQ ，

分别用于求解 x 方向和 y 方向的局部弹性变换系数。 

在图像的局部弹性变换中，基函数支撑集越大，扭曲发

生的范围越大，相应的扭曲能量越小。对于紧支撑基函数，

如果扭曲能量要达到最小，则支撑集的大小要达到最大，此

时插值函数最光滑。这个结论可以解释为什么 Bookstein 选

用的基函数 ( ) 2 logU r r r= − 不是紧支撑的，因为如果是紧

支撑的，不可能达到扭曲能量最小。因此，选择基函数的支

撑集需要考虑的因素是：在扭曲范围尽可能小的前提下，使

扭曲能量达到最小。本文将以 Wendland 基函数为例，讨论

基函数支撑集的选取原则。 

3  基函数支撑集大小与扭曲效果的关系 

Wendland 基函数 ( ) ( ) ( )4

3,1 1 4 1r r a r aψ
+

= − + ，支撑

集大小为a 。Fornefett[3]指出在单标志点情况下，为了保持

扭曲变换后的拓扑关系，Wenland 径向基函数 3,1ψ 的支撑集

应满足 2.98a Δ> ， ( )max ,x yΔ Δ Δ= ，即支撑集a 是有下

界的。 

假设原图像中两个标志点坐标为 ( )1 1,p px y 和 ( )2 2,p px y ，

目标图像中坐标为 ( )1 1,q qx y 和 ( )2 2,q qx y 。为了简化分析，假

设原标志点处于水平线上，即 1 2p py y= ，分析两个标志点只

有垂直方向的位移，且位移量相同的情况。即 1 1q py y− =  

2 2q py y yΔ− = ， 1 1 2 2,q p q px x x x= = ， 2 1p px x d− = 。此

时垂直方向的插值函数为 

( ) ( ) ( )1 1 2 2y yU y y R r R rα α= + +          (3) 

其中 ( )( )1 2 1y y y R dα α= = Δ + 。对于图像中任意一点

( ),x y ， 1r 和 2r 分别是 ( ),x y 与 ( )1 1,p px y 和 ( )2 2,p px y 的欧氏距 

离。由于本文假设的标志点是水平分布的，像素的垂直位移

会产生起伏不平的曲面，如图 1 所示。 

 

图 1  不同支撑集基函数得到的插值结果 
(标志点间距离 64d = ) 

从图 1 可以看出，如果支撑集比较小，可能形成一个马

鞍状的曲面(如图 1(a))，如果支撑集比较大，就能形成一个

平滑的曲面(如图 1(c))。如果支撑集较小，插值形成的曲面

的扭曲能量就较大，扭曲范围较小；如果支撑集较大，扭曲

能量就较小，扭曲范围大。那么，最优的支撑集大小应该满

足什么条件？本文的思想是：支撑集应该选择为使扭曲平面

中扭曲能量和扭曲范围得到折衷的那个值，折衷的条件就是

当扭曲平面中马鞍点刚好消失。当扭曲后曲面中的马鞍点刚

好消失时，这时的扭曲范围在扭曲能量尽量小的前提下达到

最小，从视觉效果上也符合人对扭曲效果的满意程度，这一

点与 Forenett 在文献中提及的“视觉满意”是一致的。下面

分两种情况进行讨论： 

(1)像素点 ( ),x y 位于两个标志点连线之间  原标志点之

间的直线经过变换后映射为一条曲线。现任取一点 ( ),x y 位

于两个原标志点之间的连线上，其变换后对应的点为

( ),x y′ ′ 。为了简化表达式，令 1px x l− = ，则 y ′ 可以表达为

( ) ( )( )1yy y R l R d lα′ = + + − ， 即 变 换 后 的 垂 直 位 移

( ) ( ) ( )( )1ydy l R l R d lα= + − ，代入基函数表达式，则有 

( )
4 4

1 1 4 1 1 4 1y
l l d l d ldy l
a a a a

α
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − ⎟⎜ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎟= − + + − +⎜ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎜ ⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎟⎜⎝ ⎠

 

                    (4) 

取
( )

0
dy l

l

∂
=

∂
处 的 点

2
d

l = ， 讨 论 该 点 的 二 阶 导

( )2

22 l d
dy l
l =

∂
∂

，如果
( )2

22 0l d
dy l
l =

∂ >
∂

，则说明该点是一个鞍

点，这意味着在该处会出现一个下凹的曲面，扭曲能量过大。
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因此，我们确定鞍点消失的条件为
( )2

22 0l d
dy l
l =

∂ ≤
∂

，定义

该临界状态为扭曲范围与扭曲能量的最佳折衷。可以推出 
( ) 22

2 12 3 2
40 20 1 0

2l d y
dy l d d
l a a a

α=
⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ⎟ ⎟⎜ ⎜= − − ≤⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠∂

     (5) 

即
3 2

40 20 0d
a a

− ≤ ，推出 2a d≥ 。 

(2)像素点 ( ),x y 位于两个标志点连线上侧  假设像素点

( ),x y 在两标志点连线上侧的距离为 h ，则垂直方向的位移

为 

( ) ( ) ( ) ( )22 2 2

1
ydy l R l h R d l h

R d

⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜= + + − +⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠+ ⎝ ⎠
 (6) 

略去常数，代入 Wendland 基函数表达式，考虑
2
dl = 处的

二阶导
( )2

22 l d
dy l
l =

∂
∂

， 

( ) ( )

( ) ( )

2 12 2 22 2 2

22 2

3
2 2 2 2

1 3
2 2 2 2 22 2

2 2 2

4424 1
2

2 4 41 8 1
2

2 4 2 4

2 4 1 16 1

l d

d d hdy l d h
l a a

d h d h
a a

d h d d h

a

l h d
a

−

=

− −

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟+⎜∂ + ⎟⎜ ⎟⎜⎟ ⎟⎜= − ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎟∂ ⎜⎜ ⎟⎟⎝ ⎠ ⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⋅ + + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ − +⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜⋅ + + −⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

( ) ( )

3
2

1 1
2 2 2 22 2

4
2 2

4
2

4 4 4

42 1
2

h
a

d d h d d h

a a

d h
a

− −

⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟+ +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⋅ −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜+ − ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

                     

( ) ( )
1 3

2 2 2 2 22 28 4 8 4d h d d h

a

− −⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ − +⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 (7) 

当 0h = 时，
( ) 22

22 3 2
40 20 1

2l d
dy l d d
l a a a=

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ⎟ ⎟⎜ ⎜= − −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠∂
，这与式(5)

的 结 论 是 一 致 的 。 考 虑 到 函 数
2 241
2

n

d h
a

⎛ ⎞⎟⎜ + ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
和

( )2 24
n

d h
−

+ 是关于 h 的单调递减函数，可以证明当
2
d

l =

时，
( ) ( )2 2

2 20 0
dy l dy l

h hl l

∂ ∂
≤

≠ =∂ ∂
，即对于 Wendland 基 

函数，只要保证两标志点之间的连线不出现鞍点，就可以保

证在其它位置不出现鞍点。 

综合上面的分析，可以得出结论：当使用 Wendland 基

函数 3,1ψ 时，基函数支撑集可以选择 2a d≥ ，d 是两标志点

之间的距离，以在扭曲范围与扭曲能量之间达到折衷。同时

考虑到保持拓扑关系，我们选择 Wendland 基函数的支撑集 

要满足 ( )max 2 , 2.98a d Δ= ， ( )max ,x yΔ Δ Δ= 。 

4  标志点集上的基函数支撑集大小选取 

将在双标志点的结论上扩展到任意标志点集上基函数 

支撑集的选择。假设标志点集 ( ){ }, 1,2, ,i ix y i nΩ = = ， 

标志点集看成二维平面上的散点集合，利用 Delaunay 三角

剖分确定散点集合的凸壳，凸壳内的每一个区域是一个三角

形。Delaunay 三角剖分是最近点意义下的三角剖分，其中每

个三角形的外接圆不包含点集中的其他任何点。假设 il 为

Delaunay 三角的任意边长，则选取基函数支撑集所依据的标 

志点距离为 { }* max 1,2, , 3 6id l i n= = − ，由 *d 可以根据 

前面的结论选取标志点集上的基函数支撑集大小。需要说明

的是，前面的结论是基于标志点的偏移量相同的情况下得出

的结论，如果各标志点的偏移量不同，根据大量试验发现，

这时需要的支撑集大小要小于前面的结论。实验发现，对于

任意标志点的情况，可以取前面理论分析结论的一半作为选 

取的参数。当基函数为 Wendland 3,1ψ 时，取a d ∗= 。 

需要说明的是，基函数的支撑集大小首先要满足下界条

件：Wenland 径向基函数 3,1ψ 的支撑集下界为 2.98Δ，其中

( )max ,x yΔ Δ Δ= 。当满足下界条件后，可以根据前面的

结论选取支撑集大小。 

5  实验结果 

本文分别选取人工网格图和医学图像进行弹性局部扭

曲变换，对前面的结论进行验证。首先随机产生 6 个标志点，

○为原标志点，×为目标标志点。分别使 6 个标志点产生相

同大小的位移，以及不同大小的位移，对标志点集合构造

Delaunay 三角剖分，选择该三角剖分的最大边长作为 *d 。

使用不同支撑集大小的 Wendland 基函数 3,1ψ 进行扭曲变

换，扭曲效果如图 2，图 3 所示。可以看出在标志点相对位

移都相同的情况下，最优的支撑集大小 *2a d= (图 2(c))；相

对位移不同时 *a d= 效果比较满意(图 3(c)点间的挤压效果

不够明显，扭曲效果过于平滑)。 

本文使用不同模态的医学图像利用 Wendland 基函数 

 

图 2  相同位移的标志点集合上的扭曲变换 
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图 3  不同位移的标志点集合上的扭曲变换效果 

3,1ψ 进行局部扭曲变换。图 4 中 T1 作为参考图，PD 作

为浮动图像，标志点集合标注在 4(a)和图 4(b)上。选用不

同的支撑集对 PD 图像进行局部扭曲变换，变换结果如图

4(c)， 图 4(d)所示。图 5 是 PD 和 T2 图像的变换结果，

可以看出，最优支撑集大小取 *a d= 基本可以达到满意的

扭曲效果。 

 

图 4   不同支撑集基函数对医学图像的局部扭曲效果 

 

图 5  不同支撑集基函数对医学图像的局部扭曲效果 

 

6  结束语  

图像弹性变换中基函数的支撑集大小对扭曲效果具有

重要的影响。为了在扭曲范围和扭曲平滑度之间得到折衷。

本文对双标志点情况下支撑集的选取进行理论分析。为达到

最小范围下的平滑扭曲，Wendland 基函数的支撑集可以选 

择 max(2 , 2.98 )a d Δ= ， max( , )x yΔ Δ Δ= ，其中d 是两个 

标志点之间的距离。在任意标志点集的情况下，构造标志点集

上的 Delaunay 三角剖分，选取最大的三角剖分边长作为 *d ，

Wendland 基函数时的支撑集可以选择 max( , 2.98 )a d Δ∗= 。 

本文的结论可以有效地控制图像局部弹性变换的扭曲范围，

对于局部弹性图像配准具有理论参考价值。 
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