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二维小波收缩与各向异性扩散等价性框架及在图像去噪中的应用 
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摘  要：图像去噪是图像处理中的一种重要技术。小波收缩根据噪声的小波系数幅值较小的特征通过收缩达到去噪

目的。各向异性扩散在尽可能保持图像特征的同时，根据梯度方向及幅值去噪。该文首先证明二维小波收缩与各向

异性扩散的等价性框架，对等价性给予验证，进而根据等价性提出综合利用两种方法优势的各向异性小波收缩去噪

算法。对比实验结果表明，此算法综合利用了小波收缩与各向异性扩散的优势，去噪效果更加理想。 
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The Equivalence Framework and the Application to Image Denoising of 
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Abstract: Image denoising is one of important technology in image processing. The denoising image can be gotten 
by shrink the amplitude of wavelet coefficient of noise according to the fact that it is smaller than others in Wavelet 
Shrinkage (WS). The Anisotropic Diffusivity (AD) completes denoising according to the direction and amplitude of 
gradient while as far as possible to keep the characteristic of image. In this paper, the equivalence framework of two 
dimensional wavelet shrinkage and anisotropic diffusivity is proved with experiment. After that, the Anisotropic 
Wavelet Shrinkage (AWS) is proposed that synthesizes the merits of the wavelet shrinkage and anisotropic 
diffusivity according to the equivalence. The contrastive experiments show that the AWS is better for image 
denoising. 
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1  引言  

图像去噪是图像处理领域的基本问题，在去除噪声的同

时并尽可能保持图像的特征是我们的目标。图像去噪方法很

多，小波收缩是其中一种非常重要的方法。Mallat 等利用

Lipschitz 指数在多尺度上对信号和噪声的奇异性进行描述，

提出基于小波变换模极大值原理的信号和图像滤波方法[1]。

Rosenfield 直接将相邻频带上的数据相乘，可以准确定位信

号边缘，基于此思想，Xu 提出基于信号尺度间相关性的空

域相关滤波算法[2]。在图像去噪方面，基于小波变换的算法

能达到最大均方误差最小意义上的最优效果，获得光滑的图

像[3, 4]。潘泉等提出了理论完整的自适应空域相关滤波算法，

并在小滤域阈值滤波算法上取得了重大突破[5]。小波变换以

小波系数的形式表示信号，描述在不同尺度信号的变化情

况。如果小波基选择适当，信号能够仅由几个重要小波系数

表示，而高斯白噪声使所有小波系数有较小的变化量，小波
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收缩去噪方法就是基于这种假设，通过分析、收缩、综合 3

个步骤来得到滤波后的信号。 

各向异性扩散也是一种重要的去噪手段。非线性扩散从

含噪信号出发，根据一个非线性偏微分方程描述的过程，多

次迭代进化产生去噪后的信号。一般来说，这个过程由扩散

函数 g 来控制，典型地，g 是非负递减函数，这使得信号在

平坦区域比其他区域更快地平滑，因此，不连续性得以保持。

不同的扩散函数会呈现不同的特性，如最初由 Peronat 和

Malik 提出的非线性扩散—PM 扩散 [6]，它的变形有

Charbonnier 扩散[7]， TV(Total Variation)扩散[8]等。 

近几年，在小波收缩与扩散的关系方面也有了一定的成

果。Shen[9]研究了在一维信号中，小波的平移和尺度不变性，

消失矩条件，原子分解等性质，并研究了在扩散过程中它们

的表现。Steidl 等[10]研究了在一维情况下小波软阈值收缩，

TV 扩散，TV 正规化和 SIDE(一种动态系统)之间的等价性。

也有一些学者研究将小波收缩与各向异性扩散结合形成更

好的去噪方法，吴亚东等[11]指出非线性扩散方法优于 Haar 
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小波收缩去噪方法，并给出了一种基于 TV 模型的非线性扩

散与二维 Haar 小波收缩相结合的混合图像去噪算法。李一

亮等[12]利用小波域阈值维纳滤波方法先对图像进行初步去

噪，以此引导非线性扩散中的边缘检测函数，再用非线性扩

散进行去噪，得到一种基于小波和各向异性非线性扩散的混

合去噪算法。姜东焕等[13]给出了林石算子定义的扩散方程和

小波阈值等价形式，并在此基础上对林石算子定义的扩散系

数计算公式进行了修改，将其中估计各阶导数时所用的高斯

线性滤波图像改成平移不变小波非线性阈值图像。Liu 

Feng[14]提出了一种新的对扩散的多尺度计算方法，并且给出

了一种非线性小波扩散(NWD)模型用于重建图像，这种

NWD 能够很好地控制噪声，文中通过对 NWD 的减化，得

到了一种线性小波扩散方法(LWD)，能够很好地保持图像的

边缘。这些研究表明，在一定条件下，小波收缩是可以和非

线性扩散等价的，如果将两者进行结合，会得到更好的去噪

算法。 

本文主要研究二维情况下，Haar 小波收缩与非线性扩散

等价性的框架，并将之用于图像去噪中，得到了更好地去噪

算法。文中第 2 节证明N N× 信号( 2kN = )情况下，Haar

小波收缩和非线性扩散等价性，第 3 节进行实验验证此等价

性框架，第 4 节通过实验提出利用此等价性的新的各向异性

小波收缩去噪算法，并给出对比实验结果，第 5 节为结束语。 

2  小波收缩与各向异性扩散等价框架 

2.1 二维小波分解与收缩重构 

对于二维正交小波变换，其尺度函数和小波函数可以表

示为 ( , )x yϕ ， 1( , )x yψ ， 2( , )x yψ ， 3( , )x yψ ，分别表示 1 个 

低频分量和 3 个高频分量。对四像素结构
, 1

1, 1, 1

ij i j

i j i j

I I

I I
+

+ + +

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
，

二维离散小波分解得几个子频带为
A V

H D

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
。应用小波收缩 

算法时，设对 H，V，D 相应的收缩函数值分别为 SH，SV，

SD，则可根据重构公式重构原信号。例如用二维 Haar 小波，

则相应的分解和重构结果为 
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2.2 非线性各向异性扩散 

二阶各向异性扩散是根据梯度和梯度垂直方向来进行

不同程度的扩散，方程如下 
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根据所取函数的不同会有不同特性的扩散。常用扩散函 
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对于图像中任一点的灰度值，经过下式的扩散可以得到

扩散后的结果，其中 tΔ 为时间增量。 
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2.3  非线性各向异性扩散与小波收缩等价性框架 

设输入信号为N N× 时，其中 2kN = ，将式(2)展开成 
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  对于 N 像素中的四像素
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结构，用式(4)对

其进行扩散，会得到
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同时看作是小波收 

缩重构所得的结果，为方便表示，令 div( (| |) )f g I I= ∇ ∇ ，

以二维 Haar 小波为例，则有 
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从中可知，当式(6)取收缩函数值时，小波收缩的结果与

各向异性扩散所得的结果是相同的，即在此意义下小波收缩

与各向异性扩散是等价的，可以利用小波收缩方法来实现各

向异性扩散。从式(6)中可见，此时小波收缩函数的值不再取 

决于四像素
, 1
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邻域，这有助于更充分地利用像 

素点周围更广泛范围的信息，从而有效地实现各向异性。同

时，我们也注意到，小波的低频分量也不再是完全的四像素 
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的平均值，而是一个加权均值，这进一步说 

明各向异性的意义，因为各向异性扩散不会保证在点 ( , )i j 处

的扩散结果为四像素均值。式(6)进一步说明其收缩函数值可

以看作是原像素的小波收缩值与扩散增量小波收缩值的加

权和。 

3  验证等价性实验 

设输入信号为N N× ( 2kN = )的二维信号，时间步长取

t=0.025，迭代 100 次，验证几种扩散及与其等价小波收缩。

本文用一幅 128×128 的 bird 灰度图像作为输入信号，对其

进行扩散和收缩，结果如图 1 所示。 

图 1 中图 1(a)是原始图像，图 1(b)~1 (d)分别是用 PM，

TV 和 Charbonnier 方法扩散的结果，图 1(e)~1(g)是与其对

应的等价的小波收缩结果。从图中可见扩散结果与收缩结果

从视觉上看不出区别。但有个别像素会由于计算过程中由于

误差的累积和放大作用会有所不同，详细结果见表 1。 

 

图 1 N 像素情况各向异性扩散与小波收缩等价性 

表 1  N像素情况下各向异性扩散与各向异性小波收缩对比 

统计项 PM 与收缩 TV 与收缩 Charbonnier 
与收缩 

灰度值不 
相同点数 

107 18 105 

灰度值 
最大差 

1 2 1 

4  各向异性小波收缩去噪算法 

各向异性扩散可以根据像素点附近灰度值分布情况对

该点按梯度和梯度垂直方向进行不等量扩散，从而在尽可能

保持边缘特征的同时降低噪声。小波收缩则根据噪声点的小

波系数幅值较小的特性，通过线性收缩或者阈值收缩达到降

低噪声的目的。 

4.1 各向异性小波收缩去噪算法 

前面我们证明了非线性各向异性扩散与小波收缩在一

定条件下是等价的。而这两种方法各有各的优点，为此，结

合两种算法的优势，本文提出各向异性小波收缩去噪算法

(AWS)如下： 

(1)初始化原始含噪图像； 

(2)各向异性小波收缩 

分析步：对图像进行小波分解，得到相应的低频与高频

分量； 

收缩步：选取阈值 th，并根据式(6)得到的收缩函数值，

选取函数 
0,  abs( ) th

( )
th sgn( ),  abs( ) th

S
θ

θ
θ θ θ

⎧ <⎪⎪⎪= ⎨⎪ − ⋅ ≥⎪⎪⎩
进行阈值收缩，其

中 th 为阈值，abs 表示绝对值，对于阈值 thr 的选取，也有

许多方法，本文采用 Dohono 于 1994 年提出的方法[15]。 

综合步：对收缩步中结果进行小波回复，得到一次去噪

图像； 

(3)重复(2)，迭代一定次数后，得到去噪图像； 

当式(6)中 f 的扩散函数 g 采用不同函数时，就得到对应

的各向异性小波收缩去噪算法，如其中函数 g 取为 PM，TV

和 Charbonnier 收缩算法中的收缩函数时，算法分别称为

PM 小波收缩，TV 小波收缩和 Charbonnier 小波收缩。 

4.2 实验 

用一幅 128×128 的 bird 灰度图像作为输入，其中加入

均值为 0 的高斯白噪声，用峰值信噪比来对噪声水平进行评

估，按 Dohono 方法取的阈值作为各向异性小波收缩的阈值。 

所得数据结果如表 2 所示。从表中所见，对应于不同扩

散的各向异性小波收缩算法，从去噪能力上优于各向异性扩

散和小波软阈值收缩，尤其对于噪声方差比较大时的效果更

加明显。 

图 2 为一幅 128×128 的 bird 灰度图像作为输入，噪声

方差为 0.005，迭代次数为 500 时，各算法所得去噪图像对 
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表 2 各向异性扩散小波收缩峰值信噪比比较 

噪声 
方差 

PSNR 
迭代 
次数 

软阈值

收缩 
PM 
扩散 

PM 小 
波收缩 

TV 
扩散 

TV 小波 
收缩 

Charbonnier 
扩散 

Charbonnier 

小波收缩 

50 21.92 22.62 22.22 19.46 22.16 22.53 22.17 

500 21.92 19.73 19.61 21.79 22.56 19.72 19.60 0.005 19.1 

1000 21.92 19.01 18.91 22.92 22.01 19.01 18.91 

50 18.99 22.11 23.10 14.04 19.32 22.85 23.10 

500 18.99 20.60 20.42 15.98 20.93 20.64 20.42 0.05 13.8 

1000 18.99 19.75 19.60 17.91 21.78 19.79 19.61 

50 12.92 10.30 16.82 7.98 13.09 11.79 16.97 

500 12.92 16.76 17.00 8.91 13.99 11.64 17.04 0.5 7.85 

1000 12.92 15.79 16.71 9.89 14.79 13.62 16.75 

50 10.55 7.32 13.64 6.10 10.68 7.83 13.81 

500 10.55 12.25 14.36 6.77 11.34 4.43 14.40 5 6 

1000 10.55 12.29 14.30 7.48 11.94 -4.78 14.34 

 

比。图 2(a)为含噪图像，图 2(b)~2(d)分别为 PM，TV 和

Charbonnier 扩散图像，图 2(e)为小波软阈值收缩图像，图

2(f)~2(h)分别为PM小波收缩，TV小波收缩和Charbonnier

小波收缩的图像，即为本文方法的结果。从中可见，在视觉

效果上，各向异性小波收缩的效果与对应的扩散方法也相差

无几，而达到了更高的峰值信噪比。 

 

图 2 各向异性扩散、小波软阈值收缩与各向异性小波收缩去噪结果 

5  结束语 

小波收缩根据噪声的小波系数幅值较小的特征通过阈

值收缩，去除幅值较小的系数达到去噪目的。各向异性扩散

充分利用像素点附近的变化情况，根据在梯度方向及与之垂

直方向上采用不同幅值的扩散，在尽可能保持图像特征的同

时去噪。文中通过对N N× 像素情况下，采用中心差分格式，

建立了二维小波收缩与各向异性扩散的等价性框架，实验验

证其等价性框架是成立的，从而给出了二维小波收缩与各向

异性扩散的等价性的分析形式。根据此等价性框架，综合利

用两种方法优势，提出各向异性小波收缩去噪算法，使小波

收缩方法能够实现各向异性扩散，并且在扩散的同时可以进

行收缩。对比实验结果表明，此算法综合利用了小波收缩与

各向异性扩散的优势，去噪效果更加理想。 
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