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FRFT-OFDM 系统中 FRFT 域变换角度的估计 

李  锋    朱世华    荣  玫 
(西安交通大学信息与通信工程系  西安  710049) 

摘  要：针对 FRFT-OFDM(分数阶傅里叶域的正交多载波)系统，该文提出了一种基于信道时变传输函数的 FRFT

域角度参数的估计算法。该算法利用信道的时变传输函数，对信道的 G-特征函数中时变频率和时间的关系进行了

线性近似，理论分析和仿真都表明，相对于已有的角度参数估计方法，该方法具有较低的复杂度，在子载波个数为

128 的系统中，该方法比传统方法复杂度可降低 104数量级。该方法适用于信道时变性较强、多普勒频偏较大的场

合。 
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Abstract: A new method of calculating the angle parameter in FRFT domain based on the eigenfunction of 
time-varying channel is proposed in this letter for FRFT-OFDM systems. The new scheme can estimate the angle 
parameter in real time based on the variation of the wireless channel. The relationship between the time-variant 
frequency of G-eigenfunction and time is approximated by linear function. Both theoretical analysis and computer 
simulation demonstrate that the new scheme has a low complexity compared with the traditional method. When 
the number of subcarriers is 128, the new scheme can reduce the complexity by 104 compared with the traditional 
method. This new scheme has advantage when the Doppler spread is large or the time variation of the channel is 
fast. 
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1  引言  

多载波技术是当前研究的热点之一。移动台移动速率和

多普勒频偏的增大，使信道的时变特性对信号的影响不可忽

略。此时，传统的 OFDM 技术已经不能很好地适应这种快

变信道。针对这一问题，有学者提出采用具有时变频率的基

函数来构造正交多载波系统[1,2]。在文献[1]中，作者提出了基

于 chirp 信号的正交多载波系统。该系统采用 FRFT(分数阶

傅里叶变换)代替传统的傅里叶变换进行信号处理并且优于

传统的 OFDM 系统。另外该系统采用了和 FFT 复杂度相当

的快速算法[3]，因此具有很大的吸引力。但是文献[1]在计算

FRFT 域变换角度时，采用了一种遍历搜索算法。正如文献

[1]中指出的，这种搜索算法很难实时地给出结果。针对这一

问题，本文将给出一种可实时计算 FRFT 域变换角度的算

法。 
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2  系统模型 

基于 FRFT 的正交多载波系统框图如图 1 所示[1]。其中

s 为发送向量，r 为接收向量，n 为加性高斯白噪声。图中

F α⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦ 和F α⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ 分别代表 2 /p α π= 阶分数阶傅里叶变换，

Λ 为一个对角阵，表示分数阶域的滤波参数[3]，它相当于

OFDM 系统中的单步频域均衡矩阵。 

 

图 1 分数阶傅里叶域的 OFDM 系统 
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3  FRFT-OFDM 系统中 FRFT 域角度参数估计 

令信道时变冲激响应为 ( , )h t τ ，则该信道在输入为 ( )x t

时的输出为 

( ) ( )( ) , d ( )y t h t x t v tτ τ τ
∞

−∞
= − +∫   (1) 

其中 ( )v t 为噪声。 

不失一般性，假设信道冲激响应是平方可积的，根据文

献[4]，此时信道的 G-特征函数 ( )tλω 存在，即存在函数

( )tλω ，满足 

0 02
0( ) ( , ) ( )dj j f tt t e e h t tΨ π

λ λλω τ ω τ τ
+∞

−∞
− = −∫    (2) 

其中λ 表示 ( )tλω 对应的特征值。因此该特征函数适合用来

传输信号。但是，式(2)仅仅说明了信道 G-特征函数的存在

性，并没有给出它的具体形式。 

采用文献[5]的信道模型： 

1
2
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Q
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−
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其中 Q 为多径数， qh ， qf 和 qτ 分别为第q 径的幅度、多普 

勒频偏和时延。从式(3)可得信道时变传输函数 ( , )h t f 。另一

方面，由文献[4,6]可知，对于一个具有较小频率扩展的线性

时变信道，它对应于奇异值λ 的右奇异函数 ( )v tλ 可以近似地

表示为如下多成分信号 

( )( ) ( )
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   (4) 

它的瞬时频率 ( ) ( )( ) ( )/2k kf t tλ λΦ π= 有如下关系成立 

2( ) 2( , ( ))kH t f tλ λ=           (5) 

其中 ( )( )k tλΦ 为 ( )( )k tλΦ 的时间倒数， ( )
kI
λ 表示使式(5)具有 k 个

实数解的支集，Kλ 表示式(5)的解的个数， kAλ 表示选取的幅

度。式(5)实际上给出了具有较小频率扩展的线性时变信道的

G-特征函数的瞬时频率和时间的关系。 

由式(5)可知，信道的 G-特征函数和
2

( , )h t f 的等高线有

关。当信道为静态信道，即 ( , ) ( )h t f h f= 时，
2

( , )h t f 的等

高线为直线；反之，当信道为快变信道时，
2

( , )h t f 的等高

线为近似的椭圆[6]，可参考图 2。如果把时变信道的 G-特征

函数的时变频率和时间的关系用线性关系近似，得到对应的

chirp 信号并利用它传输信号，就比传统的 OFDM 系统和时

变信道的特性更加匹配。而具有线性调频率的 chirp 信号可

以用角度参数α 来表征。另一方面，具有线性调频率的 chirp

信号是 FRFT 域的正交基，此时 FRFT 域的变换角度就是

α 。因此，本文实际上是用分数阶傅里叶域的变换角度α 来

刻画快变信道的特征。各个参数的关系如图 3 所示。 

 

图 2 2 5.3,6.5,7.5λ = 时
2( , )H t f 的等高线， fD 0.1024=  

 

图 3 各参数关系图 

具体算法如下： 

设系统采用的基函数表达式为[1] 
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则 chirp 信号的调频率为 cot( )α− 。本文的目标就是要

找到一个合适的 optα α= 。不失一般性，假设信道具有较小

的频率扩展，由式(5)，得到一个高度为 2λ 的
2

( , )h t f 的等高

线并将其投影到时间-频率平面上，就得到了一个 G-特征函

数的瞬时频率 f 和时间 t 的关系 
( )( )f f tλ=     (6) 

关于λ 的取值，文献[4,6]有如下结论。 

式(6)存在实数解，要求信道奇异值λ 的模值以式(7)为

界： 

, ,
min ( , ) max ( , )
t f t f

H t f H t fλ≤ ≤    (7) 

在离散系统里就得到了式(6)的一组采样点 { , },i it f i =  

1,2, ,n 。对这一组采样点做线性拟合，得到与之 接近的

线性函数表达式 

optf K t=                  (8) 

的斜率 optK ，即求出 

2
opt

1

argmin ( )
n

i i
i

K f Kt
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑      (9) 

就是所求的调频率。令 optα 表示与之对应的 FRFT 域的角度

参数，那么 

opt optarg cot( )Kα = −    (10) 

式(9)是一个二次函数求极值问题，它的解存在并唯一。令其

右半部分对K 求导，则有 
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到此，我们就得到了和信道的 G-特征函数 近似的 chirp 信

号的线性调频率以及在 FRFT 域中的变换角度。将该算法流

程总结如图 4。 

 

图 4 算法流程图 

将该方法和文献[1]中的系统相结合，就可以根据信道的

变化，实时的估计并调整 FRFT 域变换的角度参数，增大了

该系统的实用性。 

4  算法分析与仿真 

设每次用于估计信道的符号块数目为P ，每个符号块含

有N 个子载波。根据式(13)，估计到信道状态信息后，本文

算法至多需要 2PN 次乘法， 2PN 次加法，1 次除法和 1 次

反三角函数计算。再经过 2PN 次乘法，2PN 次加法和N 次

除法就可以得到乘性滤波器的系数。而对于文献[1]的算法，

根据文献[1]中式(25)和式(26)，设总共需要搜索的角度个数

为M ，则共需要 (5 3 )M PN N+ 次乘法， (5 2 )M PN N− 次

加法和MN 次除法。因此，本文算法比文献[1]的一次搜索的

复杂度都低，故可极大地降低计算复杂度。 

如果特征函数的时变频率和时间的非线性关系比较明

显的话，再进行线性近似就会引入比较大的误差。另外，本

算法基于信道估计的信息。和真实的信道信息之间存在一定

的误差，对系统性能也会造成影响。这也是本算法的缺点。 

用计算机仿真来验证上述方法的有效性。选择在多径瑞

利衰落信道中，将结合了本文方案的 FRFT-OFDM 系统的

误码性能进行仿真，两种系统都未进行编码。系统载波频率

为 5.2GHz，带宽为 1MHz，子载波个数为 128，循环前缀长

度为 32，调制方式为 QPSK，每 6 个 OFDM 块作为一帧，

每帧数据包含 1536bit，采用 WSSUS 信道，多径数目为 10，

功率延迟谱服从负指数分布，衰落常数为 4，各径延迟成等

间隔分布，第一径的相对时延为 0，采用式(3)方法生成信道

系数，采样间隔为 610− s，各径多普勒频移相等，仿真中取

800Hz 和 400Hz 两种情况进行讨论，进而归一化多普勒频偏

fD 分别为 0.1024 和 0.0512。仿真中用来估计角度参数的训

练序列为 5 帧、 30P = 个 OFDM 块。 

图5给出了fD为0.1024时 ( ) 2,H t f 的时频分布图。图2给

出了 2 5.3,  6.5,  7.5λ = 时图5中 ( ) 2,H t f 的等高线在时频平 

面的投影。图6给出了误码性能曲线。作为对比，图中有两

条曲线首先对系统的变换角度进行了搜索。由图可知，多普

勒频偏为0.0512和0.1024时,分别采用本文算法和搜索算法的

系统性能在高信噪比时相差大约 0.6dB 和 0.7dB 。图中同时

也给出了FRFT-OFDM系统和传统OFDM系统的性能对比，

可以看到，无论采用搜索算法还是本文算法，误码性能均好

于传统OFDM系统。 

 

 图 5 ( )2,H t f 的时频分布，  图 6  算法性能仿真及比较 
fD=0.1024 

5 结束语 

本文提出了一种根据信道的 G-特征函数估计 FRFT 域

角度参数的方法。并将其应用在 FRFT-OFDM 系统中。该

算法不需要搜索，在不求出信道 G-特征函数具体形式的情况

下计算变换角度，因此具有较低的复杂度，但同时也受到信

道估计精度的影响。因此下一步的工作是研究更准确的表示

信道的非线性时变频率的方法，并将其应用于多载波系统

中。 
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