
第 30 卷第 3 期                             电  子  与  信  息  学  报                               Vol.30No.3 
2008 年 3 月                       Journal of Electronics & Information Technology                        Mar.2008 

嵌入固有模态函数的各向异性扩散方程用于图像降噪 
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摘  要：该文利用经验模态分解技术对图像进行分解，获得表示图像不同频率属性的各个固有模态函数分量，并将

代表图像高频信息和次高频信息的固有模态函数嵌入到 Perona-Malik 模型中。改进后的模型不仅在对高斯噪声降

噪时优于原 Perona-Malik 模型，而且对椒盐噪声也能较好地去除。 
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Abstract: In this paper, an image denoising model which embeds intrinsic mode function into Perona-Malik model 
is proposed. Firstly, the image is decomposed into Intrinsic Mode Functions (IMFs) by using empirical mode 
decomposition technique; each of IMFs captures the feature information under different scales. Secondly, the first 
and second IMFs are embedded into Perona-Malik model. Experimental results indicate that this method is more 
efficient than Perona-Malik model in removing Gaussian noise. Moreover, this method can remove salt and pepper 
noise.   
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1  引言  

图像在保存和传输的过程中不可避免地会受到噪声的

干扰，而这些噪声对图像处理和分析带来不必要甚至是严重

的影响。为了消除这种影响，就必须设法将这些噪声进行减

少或去除。正因为此，图像降噪一直是图像处理领域研究的

基本问题之一。 

图像降噪方法有许多，如高斯平滑、小波阈值滤波、分

形图像降噪等。关于图像降噪的综述可参见文献[1]。各向异

性扩散模型 [2 5]− 是众多降噪模型中的一类。该类模型对图像

进行选择平滑，使得在降噪的同时可以很好地保持图像的边

缘。 

Perona 和 Malik 首次将各向异性扩散方程用于图像选

择平滑，提出了著名的Perona-Malik模型[2](简称P-M模型)。

P-M 模型以图像梯度的幅值的递减函数作为平滑力度大小

的依据，也就是说，在梯度幅值大的地方，平滑的力度小；
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在梯度幅值小的地方，平滑的力度大。据此，就可以在滤去

噪声的同时，使图像的边缘得以保持。然而，P-M 模型对孤

立噪声的去除效果不理想。这是因为，在孤立的噪声点处，

其梯度模很大，因此，这个点被当作边缘点来处理，使得平

滑力度不够。同时，P-M 模型对高噪声图像的平滑效果也不

理想。Catte 等人在 P-M 模型的扩散系数中引入高斯平滑算

子[3]，对 P-M 模型的去噪效果有很大的改进，但这又导致对

某些重要特征保持的不好。Alvarez 等人进一步扩展了这一

工作[4]，对图像的扩散只在垂直于梯度的方向上进行，在梯

度方向上不进行扩散，使得边缘保持特性得到了改善。林宙

辰等人提出了一个由各向异性扩散方程定义的图像滤波算

子，使得图像中有意义的较强的尖峰和窄边缘得到保持。张

元林等在图像梯度模的基础上恢复出图像的边缘信息，得到

了一个改进的基于非线性偏微分方程的图像平滑模型[7]。H. 

Luo 等人提出了耦合各向异性扩散方程用于图像的选择平 

滑[5]，该模型通过解一个非线性扩散方程来实现各向异性扩

散，在消除高斯噪声的同时，很好地保持了图像的边缘特征。 

为了使得各向异性扩散模型不仅对高斯噪声有明显的

降噪效果，而且对椒盐噪声也能很好地去除，同时又使得降
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噪后的图像的边缘细节不丢失，本文在 P-M 模型中嵌入固

有模态函数(可通过对图像施行经验模态分解[8]而得到)，将

原 P-M 模型中以图像梯度的幅值的递减函数作为平滑力度

大小的依据，改为以固有模态函数梯度幅值的递减函数作为

平滑力度大小的依据。引入固有模态函数后的 P-M 模型，

在对高斯噪声和椒盐噪声去除方面均获得了较好的结果。 

2  经验模态分解和 P-M 模型 

2.1 经验模态分解 

经验模态分解[8](Empirical Mode Decomposition, EMD)

可以有效提取非线性、非平稳时间序列的瞬时特征。与

Fourier 变换和小波变换相比，EMD 不需要预先确定滤波器

或小波基函数，是一种完全数据驱动的方法。EMD 在图像

处理中有许多成功的应用，如图像滤波，图像编码，边缘提

取及图像分析等。 

EMD 可通过一个称为“shifting process”的迭代过程[8]，

将图像 I 分解为有限个固有模态函数(Intr insic Mode 

Function, IMF)和一个残差之和，即 1
1

IMF
N

i N
i

I r +
=

= +∑ ， 

其中， IMFi 表示第 i 个固有模态函数， 1Nr + 表示残差图像。

每一个 IMF 需满足两个条件：(1)零交叉点数和极值点数相

等或至多相差一个；(2)在任一点，由局部极大值点确定的上

包络和由局部极小值点确定的下包络的平均值为零。这些零

均值、局部对称的 IMF 携带了图像不同频率的属性信息。

1IMF 表示图像的最高频信息，即图像的细节信息。 2IMF 表

示图像的次高频信息。EMD 分解可以获得图像不同尺度下

的信息，为进一步分析图像提供了多尺度的图像信息。 

“shifting process”可通过以下步骤来实现： 

(1)求输入图像 I 的灰度值的所有极大值点和极小值点； 

(2)求过所有极大值点的上包络U 和过所有极小值点的

下包络L ； 

(3)逐点计算上、下包络的平均值 ( )/2m U L= + ； 

(4)从图像 I 中减去平均值m ，得到h I m= − ； 

(5)如果 h 不满足 IMF 的条件，将h 作为新的输入图像，

重复步骤(1)~步骤(4)，直至 h 是 IMF。此时，残差图像

r I h= − ； 

(6)将残差图像 r 作为新的输入图像 I ，重复上述步骤，

即可获得下一个 IMF。 

从上述算法可以看到，这个分解过程是一个迭代过程。

在这个迭代过程中，每次从图像中减去上、下包络的平均面，

直到所得结果是一个 IMF。此时的 IMF 携带了图像中振荡

最快的信息。从原图像中减去所得的 IMF，对得到的残差图

像继续施行分解，即可获得下一个 IMF，该 IMF 携带的信

息较之前一个 IMF 其振荡频率要慢些。如此获得的 IMF 代

表了图像不同的频率属性信息。 

2.2  P-M 模型 

P-M 模型是各向异性扩散模型，可表示为[2] 

0

div( ( ) )

( , ,0)
tI g I I

I x y I

⎧ = ∇ ⋅∇⎪⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
             (1) 

其中 t 是演化时间参数， ( , , )I x y t 表示 t 时刻 ( , )x y 处的像素

值，∇为梯度算子， T[ , ]x yI I I∇ = ，div 是散度算子， 0I 表

示原始图像。 ()g ⋅ 是扩散系数，满足：(1) ( )g s 是 s 的递减函

数；(2) (0) 1g = ；(3) s → ∞时， ( ) 0g s → 。Perona 和 Malik

建议扩散系数选取为 ( )2( ) exp( / )g s s k= − 和 ( ) 1/(1g s = +  
2( / ) )s k ，k 或者是一个常数，或者依据图像中噪声的情况来

估计。通过对该方程的演化，即可实现对图像的平滑降噪。

该模型的关键是函数 ( )g I∇ ，这包括 ()g ⋅ 的选取和以图像的

梯度模作为该函数的变量。之所以选择梯度，是因为梯度在

一定程度上反映了图像的边缘信息。由 ()g ⋅ 的性质可知，在

梯度值小的图像区域，对图像的平滑力度大，而在梯度值较

大的边缘附近，对图像的平滑力度小甚至不平滑，这样就达

到了降噪保边的目的。这也正是 P-M 模型的核心所在。 

3  嵌入 IMF 的 P-M 模型 

图像经 EMD 分解后可以获得若干个 IMF 分量。这些

IMFi ( 1,2, ,i N= )代表了图像不同尺度下的信息。随着 i

的增大， IMFi 的频率变化在减小。图像的变化特征主要集

中在 1IMF 和 2IMF 。为此，将 1IMF 和 2IMF 同时引入 P-M

模型。令 1 2IMF IMFF = + ，此时，模型可表示为 

0

div( ( ) )

( , ,0)
tI g F I

I x y I

⎧ = ∇ ⋅∇⎪⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩
              (2) 

其中 T[ , ]x yF F F∇ = 。模型式(2)与模型式(1)的差异在于扩散

系数 ()g ⋅ 的自变量的不同，一个为图像的梯度，一个为 IMF

的梯度，称此模型为 IMF-P-M 模型。 

图 1 给出了图像的梯度图、 1IMF 、 2IMF 、F 以及F 的

梯度图。 1IMF 分量(图 1(c))携带了图像的细节信息， 2IMF 分

量(图 1(d))携带了图像的部分细节信息，两者的和F (图 1(e))

较好地反映了图像的细节特征。正因如此，F 的梯度比原图

像的梯度更能捕获图像中灰度变化的信息，特别是纹理信息

(如发穗)，以此控制平滑速度就可以达到降噪保边的目的。 

图 2 是叠加了 2%的椒盐噪声后依次得到的图像的梯度

图、 1IMF 、 2IMF 、F 以及F 的梯度图。对加噪图像施行

EMD，获得的 1IMF (图 2(c))和 2IMF (图 2(d))各自均不能很

好地反映图像的特征信息，但它们的叠加(图 2(e))却能完全

反映图像的特征。这也正是在P-M模型中使用 1IMF 和 2IMF

的叠加F ，而不用 1IMF 或 2IMF 的原因所在。 

值得注意的一点是，图 2(f)中的噪声比图 2(b)中的噪声

要明显得多。考虑到在保边的同时，要尽可能地对噪声加以

消除，选取F 的梯度作为扩散快慢的依据，但在扩散项中并

没有用F 的梯度，而是保留了图像的梯度。这样做，一方面

利用了F 的特征表示能力，另一方面保留了图像梯度的作

用。两者的有机结合，使得改进后的 IMF-P-M 模型不仅对

高斯噪声有很好的降噪效果，而且对椒盐噪声也有明显地去 
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图 1 

 

图 2 

除作用。 

4  实验结果与讨论 

IMF-P-M 模型的求解采用文献[2]中的离散格式，即 
[ ]1

, , ,
tt t

i j i j N N S S E E W W i jI I C I C I C I C Iλ+ = + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅  (3) 

其中 

( ), , , 1, , , 1, ,, ,t t t t t t t t
Ni j Ni j Ni j i j i j Ni j i j i jC g F F F F I I I− −= = − = −  

( ), , , 1, , , 1, ,, ,t t t t t t t t
Si j Si j Si j i j i j Si j i j i jC g F F F F I I I+ += = − = −  

( ), , , , 1 , , , 1 ,, ,t t t t t t t t
Ei j Ei j Ei j i j i j Ei j i j i jC g F F F F I I I+ += = − = −  

( ), , , , 1 , , , 1 ,, ,t t t t t t t t
Wi j Wi j Wi j i j i j Wi j i j i jC g F F F F I I I− −= = − = −  

参数 [0, 1/4]λ ∈ ，实验中均取为 0.2。扩散系数取为 ( ) 1/g s =  
2(1 ( / ) )s k+ 。实验分为两部分进行，一是叠加了高斯噪声的

图像，二是叠加了椒盐噪声的图像。实验中需要确定的参数

有扩散系数 ()g ⋅ 中的 k 和时间参数(也称迭代次数) t 。 k 越

大，平滑的力度越大。 

图 3 是高斯噪声的情形。图 3(a)是加入了均值为 0，方

差为 0.01 的高斯噪声的图像。取 30k = ， 5t = 分别利用

P-M 模型和 IMF-P-M 模型对图 3(a)中的图像进行降噪，结

果分别为图 3(b)和图 3(d)。从图中可以看出，在参数相同的

条件下 IMF-P-M 模型的降噪效果明显优于原 P-M 模型。保

持参数 30k = 不变，改变迭代次数 15t = ，P-M 模型的降噪

效果有所改善(图 3(c))。但随着迭代次数的增加，会增加运

算的时间。 

图 4 也是加入高斯噪声的情形。与图 3 不同的是加入的

高斯噪声的方差为 0.05。此时，在迭代次数 15t = 和参数值 

 

图 3 混有高斯噪声的图像的降噪效果 
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图 4 混有高斯噪声的图像的降噪效果 

30k = 的情况下，IMF-P-M 模型的降噪效果明显好于 P-M

模型的降噪效果。 

图 5 是有椒盐噪声的图像的降噪效果。图 5 (a)中的图像

加入了 5%的椒盐噪声。选取参数 60k = ，迭代次数 5t = ，

分别利用P-M模型和 IMF-P-M模型对图 5(a)中的图像进行

降噪，结果分别为图 5(b)和图 5(c)。P-M 模型对椒盐噪声几

乎没有去除效果，而 IMF-P-M 模型对椒盐噪声有较好的抑

制作用。而且，适当增加迭代次数，降噪的效果会明显改进。 

 

图 5 有椒盐噪声的图像的降噪效果 

图 6 是加入 20%的椒盐噪声的降噪效果比较。尽管 IMF 

-P-M 模型对椒盐噪声有一定的抑制作用，但与中值滤波相

比，其去除椒盐噪声的效果远没有中值滤波理想。 

 

图 6 有椒盐噪声的图像的降噪效果 

图 7 是 P-M 模型和 IMF-P-M 模型保边性能的比较。图

7 (a)是原图像，图 7(b)是加噪图像，对加噪图像利用 P-M

模型和 IMF-P-M 模型分别进行降噪处理，在降噪效果相近

(为了获得相近的降噪效果，两个模型的迭代次数不同，P-M

模型取 12t = ，IMF-P-M 模型 4t = )的情况下，IMF-P-M 

 

图 7 保边性能比较图 

模型的保边性能优于 P-M 模型。 

表 1 是加入不同噪声时，参数 k 和 t 的取值及用不同模

型降噪的PSNR 的比较。 

表 1 不同噪声时的PSNR 比较 

高斯噪声 椒盐噪声 

 

模型 
均值 0， 
方差 0.01 

5,t = 30k =  

均值 0， 
方差 0.05 

15,t =  
30k =  

5% 
8,t =  
60k =  

20% 
8,t =  
60k =  

加噪图像 20.01 13.65 18.59 12.37 

P-M 
降噪图像 

23.81 15.01 18.73 13.00 

IMF-P-M
降噪图像 

27.06 23.47 23.63 20.13 

实验结果表明：(1)在对高斯噪声进行降噪时，IMF-P-M

模型的降噪效果在迭代次数和参数取值相同的情况下要优

于原 P-M 模型；(2)原 P-M 模型对椒盐噪声几乎没有效果，

而 IMF-P-M 的模型对椒盐噪声有一定的降噪作用；(3)参数

k 的取值，椒盐噪声时要大于高斯噪声。迭代次数 t 的取值，

随着噪声的增加而增大；(4)在降噪效果相近的情况下，IMF 

-P-M 模型的保边性能优于 P-M 模型。 

5  结束语 

本文利用 EMD 技术，获得了表示图像不同尺度信息的

IMF，并将小尺度下的 IMF 嵌入到 P-M 模型中，是一种非
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常有意义的尝试。嵌入 IMF 后的 P-M 模型，无论是对高斯

噪声，还是对椒盐噪声，在降噪能力方面均有所提高。 

将 IMF 与 P-M 模型相结合，可以对图像进行平滑降噪，

但在噪声污染严重的情况下，降噪效果还有待于进一步改

进。同时，研究结合后的 P-M 模型在图像处理和分析中的

其他应用(如边缘提取，图像特征检测等)是下一步的工作。 
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