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非线性系统中状态和参数联合估计的双重粒子滤波方法 

侯代文
①②    殷福亮

① 

①(大连理工大学电子与信息工程学院  大连  116023) 
②(海军试验基地  大连  116041) 

摘  要：该文提出了一种双重粒子滤波方法，对存在未知参数的非线性系统进行状态和参数联合估计。该方法采用

基于充分统计量的粒子滤波技术，避免了重采样过程中的粒子枯竭现象；采用贝塔分布拟合系统参数的后验分布，

不仅充分利用了先验信息，而且避免了对高斯分布拖尾部分的采样，提高了粒子的采样效率。仿真实验结果表明，

该方法提高了非线性系统中状态和参数的估计精度，降低了滤波器对初始误差的敏感性。 
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A Dual Particle Filter for State and  
Parameter Estimation in Nonlinear System 
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Abstract: The dual particle filter is proposed to solve the problem of simultaneously estimating the state and the 
parameter of a nonlinear dynamic system. In the new filter, the sufficient statistics based particle filter is adopted 
to deal with sampling impoverishment arising in generic particle filter and the beta distribution, which makes good 
use of the prior knowledge as well as avoids tail draws for the parameter, is used to fit the parametric a posteriori 
probability density function. Simulation results show that both estimation accuracy and initial sensitivity of the 
nonlinear system are improved. 
Key words:  Particle filtering; Dual estimation; Sufficient statistics; Beta distribution; Nonlinear system 

1  引言  

状态空间方法利用状态方程描述系统状态的动态特性，

利用观测方程描述观测量与系统状态之间的关系，能利用含

有噪声的观测信息，实时估计隐含的系统状态。自从 1960

年 Kalman[1]提出状态空间方法以来，它已经成为状态估计

问题中 经常使用的方法之一。在基于状态空间方法的状态

估计中，总是假定动态系统先验已知。但当先验知识缺乏，

某些参数不能确定时，在估计系统状态的同时，还要估计系

统参数，即同时估计系统状态和参数。对这类问题，Schmidt 

-Kalman 滤波器在没有估计参数大小的情况下，考虑了参数

不确定性对状态估计的影响[2]。在统计学领域，基于期望

大化(Expectation-Maximization, EM)[3,4]的 大似然估计方

法是解决该问题的主要方法。对于线性系统，EM 方法中的

似然函数一般具有解析表达形式，但对大多数非线性系统，

解析表达形式并不存在，而必须采用数值优化方法，这将导

致 EM 优化过程中出现迭代运算，从而因计算量太大不能实 
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现实时估计[5]。另外两种广泛使用的方法是联合(Joint)估计

方法 [6 8]− 和双重(Dual)估计方法[9, 10]。联合估计方法扩展原

来的系统状态，使之包含未知的系统参数，并使用一个单独

的 Kalman 滤波器估计扩展后的系统状态。该方法结构简单，

易于实现，但系统状态维数较高，矩阵运算复杂，而且易受

不良观测和初始误差等因素的影响而发散。双重估计方法使

用两个分离的 Kalman 滤波器并行处理，分别估计系统状态

和系统参数。在任意时刻，状态估计滤波器认为系统参数已

知，同样地，参数估计滤波器认为系统状态已知。双重估计

方法暂时分离了状态和参数变量，不仅降低了计算复杂性，

而且增强了系统稳定性和处理方法上的灵活性。 

随着滤波技术的发展，粒子滤波方法[11]对非线性、非高

斯问题的处理显示出明显的优越性。Berzuini 等[6]首先利用

基于粒子滤波的联合估计方法，研究非线性系统中状态和参

数的联合估计问题。但一般情况下，由于联合分布函数的解

析表示形式不易获得，且固定的系统参数不具有各态历经

性，这在滤波过程中容易导致粒子枯竭现象，从而影响状态

估计的精度[12]。为解决粒子枯竭问题，人们采取添加人为噪

声的方法来增加粒子多样性[8]，但添加随机噪声会增加系统
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参数的协方差，扩大后验分布函数的分散程度， 终导致粒

子集合不再渐进地逼近联合后验概率密度函数。为此，本文

提出了双重粒子滤波方法(Dual Particle Filter，DPF)，以

同时估计非线性系统中的状态和参数。该方法采用基于充分

统计量的粒子滤波方法[9]，避免了滤波过程中静态参数的粒

子枯竭现象，同时，采用更符合参数分布规律的贝塔分布拟

合参数的分布特性，提高了参数的收敛速度[13]。计算机仿真

实验结果，验证了本文方法的有效性。 

2  基于充分统计量的粒子滤波方法 

令 n
k ∈ zz R 和 n

k ∈ xx R 分别表示系统在 k 时刻的观测

值和状态值。假定状态的初始分布 0 0~ ( )px x 已知，用状态

空间模型方法对系统状态的估计问题，可以通过观测概率密

度函数和状态转移概率密度函数描述为 
系统观测 ~ ( | )k k kpz z x               (1) 

状态转移 1~ ( | )k k kp −x x x             (2) 

其中 ( | )k kp z x 表示给定系统状态 kx 时观测值 kz 的概率密度

函数， 1( | )k kp −x x 表示状态转移概率密度函数。贝叶斯状态

估计方法通过求解后验概率密度函数 1:( | )k kp x z ，根据方程 

1: 1:( | ) ( | )dk k k k k kp= ∫x z x x z xE          (3) 

求得状态向量 kx 的 小均方误差估计，其中 ()⋅E 表示数学期

望。 

粒子滤波方法，也称序贯Monte Carlo方法，它通过

Monte Carlo模拟，实现状态的贝叶斯递推估计[11]。其核心

思想是：用一组随机采样点及其对应的权值表示所需的后验

概率密度函数，从而计算状态估计值。当采样点个数趋于无

穷大时，Monte Carlo模拟的概率密度函数等价于后验概率

密度函数，相应的状态估计值接近于 优的贝叶斯估计。 
在粒子滤波方法中，当系统状态变化缓慢或者观测精度

较高时，测得新的观测量 kz 后，大部分参数粒子会由于似然

值太小而被舍弃，这样，经过多次迭代， 终会导致只有一

个粒子的权值接近于 1，其余粒子权值接近于 0，即粒子枯

竭现象。为解决这一问题，Storvik 提出了基于充分统计量

的粒子滤波方法[9]，该方法假定在观测 1:kz 确定时，参数的

后验分布由充分统计量 1:( )k k k=T T z 决定，其中 kT 是易于更

新的低维向量。在滤波过程中，每一时刻对参数粒子集合的

更新，由新的概率密度函数通过更新充分统计量重新生成，

而与上一时刻的粒子集合无关，这样就不再需要重采样过

程，因而能够完全避免粒子枯竭现象。该方法的具体步骤如

下： 

设 1 1 1: 1( )k k k− − −=T T z 为 1k − 时刻关于系统状态 1k−x 的

充分统计量： 
(1)采样 1 1 1~ ( | )i

k k kq− − −x x T ， 1, , si N= ； 

(2)采样 1~ ( | )i i
k k kp −x x x ； 

(3)估计权值 1

1:

( | ) ( | )
( | )

i i
i k k k k
k i

k k

p p
w

q
−= x T z x
x z

； 

(4)归一化处理
1

/
N

i i i
k k k

i

w w w
=

= ∑ ； 

(5)更新充分统计量 1 1( ,{ , } , )si i N
k k k k k i kw− ==T T T x z 。 

3  贝塔分布及其在参数估计中的应用 

3.1 贝塔分布及其特点[14]
 

设随机变量 y 服从贝塔分布，其概率密度函数为 

 

                                    其它

1 11
(1 ) ,  0 1

( , )( ; , )
0,  

y y y
Bf y

α β

α βα β
− −⎧⎪⎪ − < <⎪⎪= ⎨⎪⎪⎪⎪⎩

    (4) 

其中α 和 β 是两个非负参数， ( , )B α β 是贝塔函数，具体表

达式为 
1 1 1

0
( , ) (1 ) dB x x xα βα β − −= −∫           (5) 

贝塔分布的概率密度函数随参数 α 和 β 的变化规律如

图 1 所示。同均匀分布相比，贝塔分布具有更大的灵活性，

事实上，当 1α β= = 时，贝塔分布退化为 [0,1] 上的均匀分

布。随着参数α ，β 的变化，贝塔分布具有多种形状。特别

地，在各个时刻，可以通过更新α ，β 的值，来更新贝塔分

布的概率密度函，即通过改变α ，β 的相对大小，调整贝塔

分布在 [0,1] 区域上的聚集区域；通过改变α ，β 的绝对大小，

调整贝塔分布在某一区域的聚集程度，从而实现对贝塔分布

函数的控制。 

3.2 贝塔分布在参数估计中的应用 

在基于粒子滤波方法的系统参数估计中，通过添加随机

噪声建立参数动态方程，其实质是用高斯分布描述参数的随

机分布特性。然而，在系统参数 θ的估计问题中，根据先验

知识，一般能够确定其分布范围 [ , ]l ur r 。对于这种采样空间

限定在某一范围内的随机变量，贝塔分布能充分利用其先验

信息，而且能避免高斯分布在长拖尾部分的采样(如图 2)，

因而优于高斯分布形式[13]。 

 

图 1 不同参数条件下                图 2 高斯分布 

的贝塔概率密度函数                与贝塔分布比较 

根据 Neyman-Fisher 因式分解定理[15]，易知 { , }α β=T
为贝塔分布的充分统计量。只要能够在滤波过程中实时更新

充分统计量T 的取值，就能够利用基于充分统计量的粒子滤

波方法实现系统参数的递推估计。 

    如果参数 [0,1]θ ∈ ，假定 θ服从参数为α ， β 的贝塔分
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布，则其均值和方差分别为[14]
 

2
2,  

( ) ( 1)
α αβμ σ

α β α β α β
= =

+ + + +
       (6) 

根据上式，如果求得参数 θ 的均值 θμ 和方差 2
θσ ，就可以计

算出其充分统计量为 
2

2 2
(1 ) (1 ),  1 (1 )θ θ θ θ

θ θ
θ θ

μ μ μ μα μ β μ
σ σ

⎛ ⎞− − ⎟⎜ ⎟= − = − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
  (7) 

因此，如果在滤波过程中能够求得参数 θ的一阶矩和二阶矩，

就能够实现对充分统计量T 的更新。 

设在 1k − 时刻估计得到贝塔分布的充分统计量为 1k−T  

1 1{ , }k kα β− −= ，从贝塔分布 1 1( ; , )k kf θ α β− − 中抽取粒子，根

据 k 时刻的观测量 kz 计算各个粒子的权值，就能够求得参数

θ的均值 θμ 和方差 2
θσ ，再利用式(7)计算出 k 时刻贝塔分布

的充分统计量 kT ，从而实现充分统计量的更新。 

对于分布区域为 [ , ]l ur r 的随机参数 φ ，作变换 θ =  
l

u l

r
r r
φ−
−

，就可以使变量 θ的分布区域转换到 [0,1]，以满足贝 

塔分布的条件。 

4  双重粒子滤波估计方法 

4.1 双重估计滤波器 

在贝叶斯估计框架下，当系统存在未知参数 θ时，需要

同时估计系统状态 kx 和系统参数 θ，此时，描述系统的状态

空间模型为 
系统观测 ~ ( | , )k k kp θz z x              (8) 

状态转移 1~ ( | , )k k kp θ−x x x            (9) 

联合估计问题需要根据观测量 1:kz 估计联合后验概率密

度函数 1:( , | )k kp θx z 。然而，对大多数问题，难以得到 ( ,kp x  

1:| )kθ z 的解析表示形式。为了构造具有实用价值的滤波器，

通常把联合后验概率密度函数分解为系统状态的条件后验

概率密度函数 1:( | , )k kp θx z 和系统参数的边缘概率密度函数

1:( | )kp θ z 。这样，就能够通过状态和参数的概率密度函数分

别更新，来实现联合后验概率密度函数的递推估计。 

对于系统状态的条件后验概率密度函数，其递推估计形

式为 
1:

1 1 1: 1 1

( | , ) ( | , )

   ( | , ) ( | , )d

k k k k

k k k k k

p p

p p

θ θ

θ θ− − − −

∝

⋅ ∫
x z z x

x x x z x      (10) 

假定 k 时刻求得系统参数 kθ θ= ，则式(10)退化为参数

kθ 条件下的基本滤波问题。此处，参数的下标 k 并不意味着

参数随时间发生变化，只表示 k 时刻对参数的估计。 

系统参数边缘概率密度函数的递推形式为 

1: 1: 1 1: 1

1: 1 1: 1

1: 1 1: 1

1: 1

( | ) ( | ) ( | , )

           ( | ) ( | , ) ( | , )d

           ( | ) ( | , [ | , ])

           ( | ) ( | , )

k k k k

k k k k k k

k k k k

kk k

p p p

p p p

p p

p p

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

θ θ

− −

− −

− −

−

∝

=

∝

∝

∫
z z z z

z z x x z x

z z x z

z z x

E

(11) 

其中 kx 为 k 时刻的状态估计。 

双重估计滤波器提供了实现上述递推滤波算法的具体

方案。双重估计滤波器由状态估计滤波器和参数估计滤波器

组成。滤波器先利用当前参数估计值进行系统状态估计，再

利用更新后的状态值重新估计系统参数；如此交替进行，通

过迭代运算， 终分别估计出系统状态和参数。双重估计滤

波器的具体结构如图 3 所示。 

 

图 3 双重估计滤波结构 

4.2 基于粒子滤波的双重估计滤波器 

对于状态和参数同时估计问题，双重滤波结构提供了处

理方法上的灵活性，它不仅能够对不同的滤波器选取不同的

滤波算法，甚至可以选取不同的优化准则进行估计。这里，

选用粒子滤波方法分别完成非线性系统中状态和参数的估

计。对状态估计部分，采用参数 θ条件下基本的粒子滤波方

法；对参数估计部分，采用基于充分统计量的粒子滤波方法。

特别地，根据参数分布的特点，选取贝塔分布模拟系统参数

的概率分布形式，并利用参数估计的均值和方差实现充分统

计量的更新。双重粒子滤波方法如下所示： 

设系统状态先验分布为 0 0 0~ ( )px x ，参数分布区域为

[ , ]l ur r ，取 0 1α = ， 0 1β = 。 
(1)采样    0 0 0~ ( ), 1,2, ,i p i N= xx x 。 

For 1,2,k =  

(2)状态估计 
(a)采样 1 1:~ ( | , , ), 1,2, ,i i

k k k k i Nπ θ− =x xx x x z        ； 

(b)估计权值 1 1:
, 1,

1 1:

( | , ) ( | , )
( | , , )

i i i
i i k k k k
k k i i

k k k

p pw w θ θ
π θ

−
−

−
= ⋅x x

x

x x z x
x x z

； 

(c)权值归一化 , , ,
1

/
N

i i i
k k k

i

w w w
=

= ∑x x x ； 

(d)估计状态值 ,
1

ˆ
N

i i
k k k

i

w
=

=∑ xx x ； 

(e)重采样  根据权值 ,
i
kw x 的大小，按比例重新确定粒子

集合 1{ } si N
k i=x ，舍弃权值较小的粒子，复制权值较大的粒子，

并令 , 1/ , 1,2, ,i
kw N i N= =x x x    。 

(3)参数估计 
(a) 采样 1:~ ( | ), 1, ,i i

k i Nθ θφ π θ =z   ，并令 i iθ φ=  
 ( ) , 1, ,u l lr r r i Nθ⋅ − + = ； 

(b)估计权值 1 1
,

1:

( ; , ) ( | , )
( | )

i i
ki k k k

k i
k

f pw θ
θ

θ α β θ
π θ

− −= z x
z

； 

(c)权值归一化 , ,,
1

/
N

i i i
k kk

i

w w wθ θθ
=

= ∑ ； 

(d)计算参数及其方差 ,
1

N
i i
k

i

w θθ θ
=

=∑ ， 2
,

1

N
i
k

i

wθ θσ
=

=∑   



第 9 期            侯代文等：非线性系统中状态和参数联合估计的双重粒子滤波方法                       2131 

T( )( )i iθ θ θ θ⋅ − − ； 

(e)更新充分统计量：令
ˆ

l

u l

r
r r
θμ −=
−

，
2

2
2( )u lr r

θ
μ

σσ =
−

，

则
2

2
(1 )

k
μ

μ μα μ
σ
−= − ， 2

(1 ) 1 (1 )k
μ

μ μβ μ
σ

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜= − −⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
。其中

1 1:( | , , )i i
k k kπ θ−x x x z 和 1:( | )i

kθπ θ z 分别为状态估计滤波器和 

参数估计滤波器中的重要性采样函数，Nx 和Nθ 分别为状态

估计滤波器和参数估计滤波器中采样粒子的个数，参数初始

分布选为均匀分布。 

5  计算机仿真与实验结果 

为了验证本文方法的有效性，利用 4.2 节建立的双重粒

子滤波方法，同时对系统状态和系统参数进行估计。对非线

性系统情况，还与使用两个扩展 Kalman 滤波器的 DEKF 方

法[10]进行了比较。 

5.1 非线性参数估计 

考虑典型的非线性系统，观测 ky 由以下模型产生 
1

1 2
1

25
8 cos(1.2 )

1
k

k k k
k

x
x x k v

x
θ −

−
−

= + + +
+

      (12) 

2 /20k k ky x= +w                          (13) 

式中 ~ (0,1)kv N ， ~ (0,1)kw N ，选取初始值 0 ~ (0,5)x N ，

其中 2( , )μ σN 表示均值为 μ，方差为 2σ 的高斯分布。对于

式(12)中参数 θ 已知的情况，文献[16,17]已经对该类系统进

行了深入的研究。在本文中，仅考虑参数 θ未知的情况。利

用本文方法，同时运行两个粒子滤波器，其中状态估计滤波

器使用当前参数值 kθ 来估计系统状态 kx ，参数估计滤波器

利用当前状态估计值 kx 来估计系统参数 kθ ，如此交替运行，

实现状态和参数的联合估计。 

在仿真中，分别使用 DEKF 和 DPF 两种方法对该系统

进行滤波估计。在 DPF 方法中，状态估计和参数估计滤波

器中采样粒子的个数均为 500，结果如图 4 和图 5 所示。从

图 4 和图 5 可以看出，无论是状态估计还是参数估计，DPF

的滤波精度都高于 DEKF。 

 

图 4 DEKF 和 DPF 方法状态序列估计比较 

为了对估计结果进行定量分析，定义单次实验的经验性

标准偏差[11]为 
1/2

2

1

1
RMSE ( )

N

k k
k

x x
N =

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥⎣ ⎦
∑           (14) 

经过计算， DPFRMSE 0.345x = ， DEKFRMSE 0.626x = ，

DPFRMSE 0.00314θ = ， DEKFRMSE 0.00585θ = ，结果同样

表明 DPF 具有较好的估计结果。 

在此基础上，本文进一步研究了参数初始化误差对两种

算法的影响。对于参数 0.5θ = 的情况，分别取初始值 0.2，

0.5 和 0.7，其结果如图 5 所示。图 5(a)为 DEKF 方法的参

数估计结果，分别对应于概率 0.025，0.5 和 0.975 的分位 

数[18]随时间的变化轨迹；图 5(b)为 DPF 对应的估计结果。

可以看出，DPF 方法不仅对参数的估计精度高，而且初始误

差的敏感性降低。 

 

图 5 改变初始值，参数序列的 0.025，0.5 和 0.975 分位数估计比较 

5.2  飞行器再入大气层问题 

该问题由 Athans[19] 先提出，是非线性滤波中的经典

性问题，它主要描述如何跟踪快速运动的物体再次进入大气

层后的运动轨迹。飞行物运动轨迹如图 6 所示。地面雷达观

测系统每秒测量一次距离信息 kz ，雷达高度 1 30.5 kmr =  ，

距离飞行物落地点 2 30.5 kmr =  。设飞行物体高度和速度分

别为 1,kx 和 2,kx ，则系统动态模型为 

1, 2, 1,k k kx x w= − +                   (15) 
1,2

2, 2, 2,
kx

k k kx x e wγθ −= − +             (16) 
2 2
2 1, 1[ ]k k kz r x r v= + − +            (17) 

其中 55 10γ −= × 、 6
1 ~ (0, 10 )kw N   、 6

2 ~ (0, 4 10 )kw ×N   、
4~ (0, 10 )kv N   ，弹道参数 θ 未知。模拟仿真中，初始值设

定为 1,0 91.5 kmx =  ， 2,0 6.1km/sx =  ，参数 θ的分布范围先

验设定为 3[0, 2 10 ]−× 。分别使用 DEKF 方法和 DPF 方法对

飞行物状态及弹道参数进行估计。在 DPF 滤波方法中，两

个子滤波器的采样粒子个数均为 2000。 

经过 50 次 Monte Carlo 仿真实验，对飞行物高度、速

度和弹道参数估计的均方根误差估计结果分别如图 7~图 9

所示。从仿真结果可以看出，在初始阶段，由于物体接近于

匀速运动，对应的状态方程近于线性，两种滤波方法性能比 
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图 6 飞行物体高度和           图 7 高度估计均方根误差 

速度随时间变化图 

 

图 8 飞行速度估计均方根误差   图 9 弹道参数估计均方根误差 

较接近。随着飞行物进入大气层内部，状态方程的非线性程

度加剧，尤其在第 10~20 s 之间，飞行物剧烈减速，此时，

采用粒子滤波的 DPF 滤波器效果明显，无论是对飞行物状

态的估计，还是对弹道参数的估计，其误差明显小于对应的

DEKF 方法。 

此外，在仿真实验中还发现，在基于贝塔分布的粒子滤

波器中，通过对参数α ，β 设置上限，可以避免参数粒子分

布过于聚集，从而保持贝塔分布函数对参数估计的灵活性。 

6  结束语 

针对非线性系统中状态和参数的联合估计问题，本文提

出了一种双重粒子滤波方法。该方法采用基于充分统计量的

粒子滤波方法，避免了参数估计过程中的粒子枯竭现象；利

用贝塔分布拟合系统参数的后验概率密度函数，不仅充分利

用实际问题中的先验信息，而且避免了在高斯分布拖尾部分

的采样，提高了参数粒子的采样效率。计算机仿真结果表明，

与传统的 DEKF 方法相比，DPF 方法能有效地提高非线性

系统中状态和参数的估计精度并降低了对初始误差的敏感

性。需要说明的是，本文仅对参数为标量的情况进行了研究，

对于矢量参数的情况，可用多元贝塔分布[20, 21]对参数分布进

行拟合，这也是我们下一步工作的方向。 
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