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基于半定松弛方法的时变 OFDM 系统盲信道估计 
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摘  要：该文提出了一种时变正交频分复用(OFDM)系统信道盲估计算法。在二次规范( Quadratic Program, QP)

模型的基础上，采用半定松弛技术，把OFDM信道盲估计转换为一个可以在多项式时间内求解的半定规划问题。

为了进一步降低半定规划问题的转换复杂度，考虑到OFDM各个子载波和各个时刻的响应之间的紧相关性，该文

提出了一种新的随机转换策略，仿真表明，该文所提出的算法，其误码率逼近最佳估计，且复杂度大幅降低。 
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Abstract: Some Quadratic Programs (QP) have been presented for the blind channel estimation and signal 
detection of the time-varying OFDM systems. In this paper a method is proposed to turn the QP problem into the 
optimization of a Semi-Definite Program (SDP) based on the Semi-Definite Relaxation (SDR) technique. 
Compared to the original QPs which reach the optimal solution with exponential complexity, the SDP could be 
solved efficiently in polynomial time. In order to reduce the complexity involved in the transform from the solution 
of the SDPs to the solution of the original QPs, the correlation property of the OFDM time-frequency response 
between adjacent subchannels or time-slots is exploited to devise a novel randomization strategy. The simulation 
proves the effectiveness of the new method.  
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1  引言  

正 交 频 分 复 用 (Orthogonal Frequency Division 

Multiplexing, OFDM)被认为是下一代无线通讯系统中的关

键技术[1]，而盲信道估计是当前OFDM技术中的一大研究热

点[2, 3]。在时变OFDM系统中，由于频域响应H(m,n)(子载波

m，时刻n)随m和n而变化，传统盲信道估计算法的性能会急

剧下降[3]。近年来，某些学者采用信号和信道联合LS (Least 

Square)的方法，建立了若干二次规范(Quadratic Program, 

QP)模型。通过求这些QP的最优解，可以实现时变OFDM系

统的盲信号检测/盲信道估计[2, 4]。在参考文献[2, 4]中，分别

采用了球解码算法和分支定界算法。这两种算法都可以获取

最佳解，但其复杂度都随数据长度的增加而呈指数式增长，

无法应用于实际之中。因此，采用次优方法是一种符合实际

的选择。考虑到QP模型的特点，本文采用半定松弛 

(Semi-Definite Relaxation, SDR)方法来获取QP的可行解。 

SDR是一种处理NP-hard最优化问题的近似方法 [5 7]− ，

已经被广泛应用于多用户检测和MIMO信号检测之中[5, 8, 9]。
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本文结合OFDM信号的离散特性，采用SDR技术把QP最优化

问题转换为半定规划问题(Semi-Definite Program, SDP)。采

用内点算法，可以在多项式时间内获得SDP的最优解[7]。在

获得SDP的解之后，利用参考文献[8]中给出的随机转换方法

或者特征值分解方法，可以把SDP的解转化为原来QP问题的

解[8, 9]。随机转换方法能够提供比特征值分解方法更好的性 

能[5]，但其性能取决于随机化处理的次数，大量的仿真试验

表明，在随机化次数比较高的情况下，SDR方法的性能接近

于最大似然检测[8, 9]。但若采用较高的随机化次数，会相应地

增加SDP方法的运算复杂度。在时变OFDM系统中，尽管

H(m,n)随着m和n变化，但H(m,n)和其邻近点是紧相关的
[10 13]− ，利用此特性，本文推导出若干公式，用来衡量两个顺

序接收的信号的比值同相应发送信号比值之间的差异，基于

这些公式，本文设计了一种新的随机转换策略，采用这种新

的策略后，可以大幅降低SDR方法的复杂度。相应的SDP称

为enhanced SDP，其性能逼近于最佳估计。 

2  系统模型和半定松弛  

在频率域，接收到的 OFDM 信号可以表示为[2, 4]  

, , ,( , )m n m n m nY H m n X N= +            (1) 
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,m nY 是接收到的信号， ,m nX 是发送信号 ，而 ,m nN 代表均值

为0，方差为 2σ 的高斯噪声。在参考文献[2, 4]中，为了估计

二维的H(m,n)，都是先把m或n固定后，再来估计一维的H(i) 

(i 可以是 n，也可以是m)。假设发送信号是 1( ,x=X  
T

2, , )Nx x ，接收信号是 T
1 2( , , , )Ny y y=Y ，依据参考文献

[4]，可以把OFDM盲信道估计转换为如下的QP  
Targmin

∈
=

iS U
S S GS                (2) 

G是一个2N×2N的实对称矩阵，S是一个2N×1的向量，S中

每一项 iS 的取值是离散的。定义 iS 的取值范围是U，U和发

送信号 ix 存在着映射关系。采用参考文献[4]中介绍的方法，

可以把参考文献[2]中给出的模型转换成式(2)的形式，且存在

以下关系式[4]： 

2 1 21/ i i ix −= +S S                 (3) 

参考文献[2, 4]中的模型具有不同的内在含义，但对于半

定松弛而言，式(2)中给出的QP模型在数学上总是适用的。 

2.1 半定松弛和随机转换 

不同的信号类型，具有不同的半定松弛步骤，本文针对

QPSK信号，给出相应的松弛方法。对于其它类型的信号，

其处理原则是类似的。SDR的关键在于 ix 的离散取值而导致

iS 的离散性。对于QPSK信号，依据式(3)，  ={ 2/2,U  
2/2}− ， i ∈S U 代表 ( ) 0i j

j

− =∏ S U 。因此， iS 都满足 

( 2/2)( 2/2) 0i i− + =S S 。 

定义 0 T T[  1]=S S  以及 0
 0

0  1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

G
G 。由于 T =S GS  

TTr( )GSS ，考虑到 iS 的离散性，式(2)可以被等价转化为 
0

0 0T 0

0,

minTr( )

s.t.  , , 

Tr( ) 1/2,  1,2, ,2

i

i i N

= ∈

= =

S
G P

P S S S U

A P           (4) 

其中 0,iA  是一个矩阵，大部分项都是0，但 0,
, 1i

i i =A 。 =P  
0 0TS S 表明，P是一个Hermitian半正定矩阵( 0≥P )，此外，

矩阵P还具有一个限制：rank(P) =1。 由于P的秩为1，式(4)

中给出的最优化问题不具有凸规划性质。如果放弃rank 

(P)=1这个限制，也就是说，对式(4)进行松弛，那么，可以

得到如下最优化问题： 

 

0
0

0,
0 0

minTr( )

s.t.  0, Tr( ) 1/2,  1,2, ,2i i N≥ = =
S

G P

P A P     (5) 

式(5)表明，这是一个半定规划( Semi-Definite Programming, 

SDP)问题[7]。  

式(5)和式(8)中给出的SDP是一个凸优化问题，可以采用

基于内点方法的算法来获取SDP的最优解。对于给定的精度，

其运算复杂度最多是 3.5( )O N [7]。式(5)给出的SDP的解向量

0P 通常只是真实向量P的一个近似值。但该向量包含了若干

有用的结构化信息。在参考文献[5, 8]中，给出了一些方法，

用来从 0P 中恢复P，进而获得S。在所有的方法中，随机转

换方法提供了最好的性能[5, 8]。下面以QPSK为例，说明随机

转换方法的过程(对于其它的信号类型，原理是类似的)。 
T=P WW 代表矩阵 0P 的Cholesky分解，矩阵W的每

一列定义为 iW 。对于QPSK而言，如果 kS 代表一个解向量，
kS 中的每一项按如下式子计算： 

T

T
2 1

dec ,  1,2, ,2k i u

N u

i N
+

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= =⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
W rS
W r

        (6) 

dec(x)表示取集合U中最接近x的元素。 ur 是 一个随机向量，

均匀分布在(2N+ 1)维的单位球的球面上。显然， kS 的值带

有一定的随机性，为了提高SDR方法的性能，随机转换处理

过程被重复若干次( randN 次)，最终解可按如下规则获得： 

rand

T

1,2, ,
argmin ( )k k

k N=
=S S GS              (7) 

目前，尚无方法可以确定，为了使得最终的误码率( Bit Error 

Rate, BER)在某一给定水平之下，所需要的 randN 是多大[8]。

但参考文献[8]中的仿真表明， randN 越大，SDP的性能越好，

在实际应用中，一般选取较大的 randN 。在参考文献[5] 中，

矩阵的维数是4，而选取的 randN = 50 。由于计算 T( )k kS GS  

所需要的复杂度是 2( )O N ，因此，当 randN 较大的时候，随

机转换处理过程所涉及的浮点运算占据了SDP总体复杂度的

很大一部分。 

参考文献[8]中给出的随机处理是纯数学的，借助H(i)之

间存在的相关性，本文将指出，对于给定的 randN ，绝大部分

涉及到 T( )k kS GS 的运算都可以避免。 

2.2  H(i)之间的相关性 

参考文献[12]表明，在归一化Doppler频移 ( = , d d D B Df f f T f

是系统的最大Doppler频移， BT 是OFDM时隙) 较小的情况

下，尽管H(m,n)随m或n变化，但H(m,n)与其邻近点之间是

紧相关的。 

如果H(i)位于频率方向(m下标)，参考文献[13]指出，

H(m+1,n)总是近似于H(m,n)。 

在WSSUS信道模型下 [10]，移动信道的时变特征是由

Doppler频移引起的，特别是最大Doppler频移 Df
[12]。考虑一

种极端情况：Doppler功率谱集中在 Df 处，此时，系统所接

收到的基带信号y(v)可以表示为[11] 
1 1

2

0 0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( )d
L L

f M

l l

y v e h l x v l h' v l x v lπ
− −

−

= =
= − = −∑ ∑    (8) 

( )h l 是信道在时刻v = 0的冲击响应，
2( , ) ( )df Mh' v l e h lπ−= 。

如果归一化 df 很小，Doppler 效应很微弱，就有 ( , )h' v l ≈  

( )h l 。进行FFT变换后， ( , ) ( , 1)H m n H m n≈ + 。在实际

OFDM系统(如IEEE 802.11a[1])中， Df 通常是在100Hz左 

右[1]，相对于子载波的带宽， Df 很小，因此， df 也很小[4, 13]。

相应地，H(m,n)在时间方向上(n下标)变化缓慢。  

总的来说，尽管H(i)和H(i+1)之间存在变化，但可以认

为 ( ) ( 1)H i H i≈ + 。 
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3  一种新的随机转换策略 

本文给出一种新的随机转换策略。首先，给出一个定理。 

定理1  ς 和 ξ 是互相独立的复高斯随机变量，均值为0， 
22( )E ς σ= ，

2 2 2( )E kξ σ= 。定义一个新的随机变量，

/η ς ξ= ，其分布函数(cumulative distribution function, 

c.m.f) 为 ( )rηΨ ，其密度函数(probability density function, 

p.d.f)为 ( )h rη 。可以证明，如下公式成立： 

{ }
2 2

2 2 2 2

1 1/( 1),  0
( ) Pr

0,                    0

2 /( 1) , 0
( )

0,                    0

k r r
r r

r

k r k r r
h r

r

η

η

Ψ η
⎫⎧ ⎪⎪ − + > ⎪⎪⎪ ⎪= ≤ = ⎨ ⎪⎪⎪ ≤ ⎪⎪⎪⎩ ⎪⎬⎪⎧⎪ + > ⎪⎪ ⎪⎪= ⎪⎨ ⎪⎪ ≤ ⎪⎪ ⎪⎪⎩ ⎭

    (9) 

3.1 噪声偏差 

先考虑一种理想情况：H(i)不变化，且信道不存在噪声。

由式(2)，有如下式子：  

1 1 1

2 1 2 2 1 2*( 1)

/ ( 1)/ ( ) /

        ( )/( )

i i i i i i

k k k k
i i i i

y y x H i x H i x x

j j

+ + +

− + +

= + =

= + +S S S S      (10) 

任 给 一 个 向 量 kS ， 计 算 2 1 2 2 1( )/(k k k
i i i it j− += + +S S S  

2*( 1))
k

ij +S 。 如果 kS 是正确的向量， 1/i iy y+  肯定等于 it ； 如

果不等于，只能说明， kS 是错误的向量，不必再计算
T( )k kS GS 。 

高斯噪声会导致 1/i iy y+  偏离 1/i ix x+ 。但考虑到H(i)之

间的相关性，本文将表明，依旧可以找到一种方法来判定是

否有必要进行 T( )k kS GS 的计算。 

( )
11 1 1 1 1

1

1

( 1)
( ) 1 ( )

( 1) ( )                 (11)
( ) ( ) ( )

i ii i i i i

i i i i i i i

ii

i i

x xy x H i x x
y x H i x x H i x

H i H i
H i H i x H i x

ε
ε ε

εε

++ + + + +

+

+

+ +
− = − =

+ +

+ − −× + +  

1iε + 和 iε 是互相独立的复高斯随机变量，均值为0，方差为 
2σ [2]。  

由于FFT变换的unitary特性，对于PSK类型的发送信

号，如下式子总是成立的。 

{ } { } { }
{ }

2 2 2 2

SNR 102 2

( ) ( )

                            ( ) 10

i i iE H i x E E H i x

E H i

ε σ

σ

=

= =   (12) 

其中SNR 是信噪比。在中高值的SNR情况下，存在近似式： 

1 1 1

1

, ,0

( 1) ( )
( ) ( ) ( )

    

i i ii
i

i i i i

m i H i

y x H i H id
y x H i H i x H i x

d d d

εε+ + +

+

+ − −= − ≈ + +

≤ = + (13) 

式中  , ,0 ,0,1 ,0,2

1 1
,0,1 ,0,2

( 1) ( )
,

( )
( 1)

,
( ) ( 1) ( ) ( 1)

i H i i i

i ii
i i

H i H i
d d d d

H i
H i

d d
H i H i H i H i

ε εε + +

+ −= = +

− += = ≈
+ +

 

考虑到 ( ) ( 1)H i H i≈ + ， , 0i Hd ≈ ，从以上式子可以看

出，尽管 1/i iy y+ 不等于 1/i ix x+ ， 1/i iy y+ 依旧位于 1/i ix x+

的邻域之内，如图1所示。  

 

图1 1/i iy y+ 位于 1/i ix x+ 的邻域内( 信号类型为8-PSK) 

另一方面，由于 1iε + 和 iε 是随机变量， id ， ,0,1id ， ,0,2id

和 ,0id  也是随机变量。参考文献[10]指出，在Rayleigh信道 

中，信道冲击响应的各个系数随时间而变化，可以采用高斯

过程来模拟系数的变化。在FFT变换后，H(i)可以看作是多

个高斯随机变量的和，因此，H(i)也是一个高斯随机变量。 依

据前面给出的定理， ,0,1id 和 ,0,2id 的p.d.f如下： 

,0,1 ,0,2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 SNR /10

( ) 2 /( 1) ,  ( ) 2 /( 1) ,

       10
i id dh r k r k r h r k r k r

k

= + = +

= (14) 

定义 ,0id 的c.m.f 为
,0 ,0( ) Pr{ }

id iF r d r= ≤ ， id 的c.m.f 

为 ( ) Pr{ }
id iF r d r= ≤ 。由于 1iε + 和 iε 互相独立，可以得到

如下关于
,0
( )

idF r 的表达式：  
1

,0 ,0,1 ,0,21 2 1 2
0 0

2 2 2 2 2

2 2

2

2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( )d d

log log arctg( )
6 8 8

arctg( ) 1
6

2arctg( ) 3
,

4, 1

i i i

r rr

d d dF r h r h r r r

b b kr
a k r a kra
kr kr k r

a ab ab
kr k r

kra a
a k r b k r

−

=

= − − −

⋅− − −

++ +

= + = +

∫ ∫

      (15) 

必须指出的是，由于 ,0i id d≤ ，因此，总是有 ( )
idF r ≥  

,0
( )

idF r 。定义  
{ }

{ }
,0 ,0 ,0

( ) 1 ( ) Pr

( ) 1 ( ) Pr
i i

i i

d d i

d d i

Q r F r d r

Q r F r d r

= − = ≥

= − = ≥
 

这两个式子用来表示随机变量 id 和 ,0id 大于某一个给定值r

的概率。  

图2给出了不同SNR下，分布函数
,0
( )

idF r 的理论曲线和

( )
idF r 的仿真曲线。由图中可以看出，尽管噪声使得 1/i iy y+  

偏离了 1/i ix x+ ，但 1/i iy y+ 远离 1/i ix x+ 的概率 ( )
idQ r 非常小。

此外， ( )
idQ r  总是小于或等于

,0
( )

idQ r 。借助这个性质，本文

提出一种新的随机转换策略。 

3.2 随机转换策略 

如果给定某个向量 kS ，依据式(3)，可以获得发送信号

ix 。计算 1 1| / / |i i i i id y y x x+ += − (i =1, , N-1)。如果 id 大于

某个预先给定的值 ed ，称其为跨越(crossing)，其发生概率定

义为 ( )
ie d ep Q d= 。发送信号 ix 是彼此独立的，因此，发生最

少 MD 次跨越的概率为 
1 1 2 1

1 1

1
1 1 1
1 1

(1 ) (1 )

      = (1 )

M M M M M M

M

D N D D D N D D
M N e e N e e

N
N N n N n n
N e N e e

n D

P C p p C p p

C p C p p

− − + − − +
− −

−
− − − −
− −

=

= − + −

+ + −∑ (16) 
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选择适当的 ed 和 MD ，可以使得 MP 小于给定的值 sP 。

如果 sP 足够小(例如， sP 可以是OFDM系统在完全知道

H(m,n)情况下所能达到的误码率)， MP 也会很小，这表明，

对任何按照式(6)产生的向量 kS ，计算 id (i =1, , N-1)且记

录相应的跨越次数，如果跨越次数多于 MD ，通常可认为 kS
是错误向量，没有必要计算 T( )k kS GS 。如果小于 MD ，则计

算 T( )k kS GS 。 

若要计算 MP ，必须知道 ep ， ( )
ie d ep Q d= 没有解析形式，

计算起来不方便。但是，如前所述，
,0,0 ( )

ie d ep Q d=  提供了 ep

的一个上界。因而，如下式子成立： 
1
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1
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为 了 确 保
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− −
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− ≤ −∑  

,0
n
ep⋅ ，必须添加一个约束： 

,0 / 1e Mp D N≤ −                (18) 

按照上面的不等式，可以计算出不同SNR下，满足

M sP P≤  所需要的 ed 和 MD 。这项工作可以在接收到信号
T

1 2( , , , )Ny y y=Y 之前完成，不会给信号检测带来额外的运

算复杂度。 

4  仿真结果 

仿真采用的OFDM 系统具有1 MHz的带宽，M = 32个

子载波。按照参考文献[10]中给出的COST207TU模型对时变

Rayleigh信道进行仿真，其时延剖面是{0.0, 0.2,0.5, 1.6, 2.3, 

5.0} sμ ，功率剖面是{0.189,0.379,0.239,0.095,0.061,0.037}。

信号类型是QPSK，归一化  = 0.02df ， sP = 0.01。QP模型

按照参考文献[2]中的内容建立，矩阵维数为32。SDP的求解

采用SeDuMi 工具包[6]。 

图 2 给出了SNR=18dB和SNR=30dB下，分布函数

,0
( )

idF r 的理论曲线和 ( )
idF r 的仿真曲线。由图中可以看出，

1 1| / / |i i i i id y y x x+ += −  取较大数值的概率很小。另外，

,0
( )

idF r 为 ( )
idF r 提供了相当紧凑的下界。 

图3比较了多种方法的误码率。包括参考文献[2]中给出的

分值定界法(Branch and Bound, BB)，具有不同 randN 值的标

准SDP算法，以及采用本文提出的随机转换策略的enhanced 

SDP 方法。由于BB算法对所有可能的组合进行穷举搜索，

可以获得最佳结果，因而被用来作为比较的标准。由图中可

以看出， randN 越大，标准SDP 的性能越好。如果 randN 被设

置为200，标准  SDP 和BB之间的性能差异几乎为0。

enhanced SDP所采用的 randN 也是200，其性能和标准

SDP( randN =200)极其接近。但是，如表１所示，由于

enhanced SDP避免了大量无效计算，其运算复杂度远低于标

准SDP。实际上，enhanced SDP( randN =200) 的复杂度同标

准SDP( randN =43)接近。同指数复杂度的BB算法相比， 

 

图2  c.m.f 曲线              图3  SNR-BER 曲线 

表1 SDP方法的平均浮点运算数目(FLOPs)(SNR=20dB，fd=0.02) 

方法 
类型 

SDP 
Nrand=10 

SDP 
Nrand=43 

SDP 
Nrand=200 

Enhanced 
SDP 

Nrand=200 
FLOPs 
数目(104) 3.74 6.82 22.47 6.98 

enhanced SDP 可以在多项式时间内完成计算 [7]，因此，

enhanced SDP更适合于盲估计场合。 

5  结束语 

本文将SDR方法应用到时变OFDM系统的信道盲估计

中，把信道盲估计问题转化为一个半定规划问题，而OFDM

发送信号的离散特性被转化为半定规划的限制。此外，本文

利用OFDM频域响应之间的相关性，给出了一种新的关于半

定规划和原来二次规划之间解的随机转换策略，仿真试验表

明，这种新的随机转换策略可以大幅提高SDR方法的性能。 
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