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基于 Sugeno 补的广义模糊熵阈值分割方法 
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摘  要：鉴于传统的基于模糊熵的图像阈值分割方法对于光照不均匀图像的分割结果很不理想，该文提出了基于

Sugeno 补的广义模糊熵图像阈值分割方法。首先按照 Sugeno 补函数不动点的变化，对一幅图像产生 9 个阈值，然

后利用图像分割质量评价指标对这 9 个阈值进行评价，最后选择使得评价指标最大的阈值作为最优的阈值。与传统

的模糊熵阈值分割方法相比，新方法增加了选择更好的分割结果的机会，对于光照不均匀的图像能够获得比传统模

糊熵方法更好的分割效果。 
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A Generalized Fuzzy Entropy Thresholding Segmentation Method  
Based on the Sugeno Complement Operator  
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Abstract: For images with bad illumination, the traditional fuzzy entropy thresholding segmentation method can 
not achieve satisfactory results. In this paper a generalized fuzzy entropy thresholding method based on the Sugeno 
complement function is presented. Firstly, nine thresholds are obtained for an image based on the variations of the 
fixed point in the Sugeno complement function. Secondly, the nine thresholds are evaluated by an image 
segmentation quality evaluation principle. Finally, the threshold with the maximum quality evaluation value 
among the nine thresholds is chosen as the optimal threshold. Compared with the traditional fuzzy entropy method, 
new method increases the opportunity of choosing an optimal threshold and obtains better segmentation result for 
images with bad illumination.  
Key words: Image segmentation; Fuzzy entropy; Generalized fuzzy entropy; Complement operator function; Image 
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1  引言  
模糊熵描述了一个模糊集的模糊性程度，是模糊集理论

和应用中的一个非常基本的概念[1]。1972 年，De Luca 和

Termini[2]模仿信息论中的 Shannon 熵表达式，首次给出了

有限论域上模糊熵的公理化定义及其表达式，使得人们明确

了模糊熵应具有的基本特征以及与信息论中的概率熵的联

系与区别。在 De Luca 和 Termini 给出的定义中，他们使用

了 Zadeh[3]给出的模糊集上的标准交、并和补运算。其中补

运算 ( ) 1c x x= − 的显著特点是其不动点位于 0.5 处，这使得

模糊集 [0.5]A = (即 x X∀ ∈ ， ( ) 0.5A xμ = )的模糊性最大。

从隶属度的含义上说，这个要求是非常基本和合理的。模糊

熵现在已经作为模糊集理论中一个基本工具被广泛应用于

众多工程领域中，例如，基于模糊熵的图像分割方法[4−6]是
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一种很常用的分割方法。 

早在 1982 年印度学者 Pal[7]就指出，在实际问题中以隶

属度 0.5 作为模糊性最大的基准并非总是合适的，但这一现

象没有引起广大学者的关注。直到 1998 年在处理图像噪声

时，Zenzo 等人[8]才意识到有必要对模糊熵定义中的条件进

行改动，使得对一个模糊集A ，可以在 [ ]A m= ( (0,1)m ∈ )

时具有最大的模糊性。在这一认识下，他们给出了广义模糊

熵的一种定义，并借助一种映射方式，通过传统的模糊熵表

达式来构造广义模糊熵公式。尽管 Zenzo 等人对广义模糊熵

的定义和应用作了初步的尝试，但遗憾的是，他们给出的定

义中没有涉及模糊集的补运算，使得对广义模糊熵的条件约

束显得过于宽泛，没有和传统模糊熵的条件完全对应起来。

鉴于此，本文基于模糊熵的定义和广义补运算，重新给出更

为合理的广义模糊熵定义，作为一种应用示例，基于 Sugeno

补给出在图像分割中的应用。实验表明，基于广义模糊熵的
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分割增多了选择更好的分割结果的机会，能够获得比传统模

糊熵分割方法更佳的分割效果。 

2  模糊熵 

在本文中，X 表示有限论域 1 2{ , , }nX x x x= ， X 上

的所有模糊集之集记作 F(X)，X 上的所有分明集之集记作

P(X)。对于A ∈ F(X)， ( )A xμ 表示A 在点 x 处的隶属度，A

的补集记作 cA ，即 x X∀ ∈ ， ( ) 1 ( )c AA
x xμ μ= − 。对于模糊

集 A 和 B ，交 A B∩ 定义为 x X∀ ∈ ， ( ) min(A B Axμ μ=∩  

( ), ( ))Bx xμ⋅ ；并A B∪ 定义为 x X∀ ∈ ， ( ) max(A B Axμ μ=∪  

( ), ( ))Bx xμ⋅ 。模糊集A 的分明修改(也称为尖锐化)A∗ 定义为

当 ( ) 1 2A xμ ≥ 时， ( ) ( )AA
x xμ μ∗ ≥ ；当 ( ) 1 2A xμ ≤ 时， ( )A xμ ∗  

( )A xμ≤ 。 [ ]A m= 表示 x X∀ ∈ ， ( )A x mμ = 。 

为了描述有限论域 1 2{ , , }nX x x x= 上的一个模糊集的

模糊性程度，De Luca和Termini [2]给出了模糊熵的公理化定

义：模糊熵e 是F(X)到 [0, )R+ = +∞ 上的映射，满足以下4

条： 

(1) ( ) 0e A = 当且仅当A ∈ P(X)； 

(2) ( )e A 值最大当且仅当 = 1 2A ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦ ； 

(3)若 *A 是A 的分明修改，则 *( ) ( )e A e A≤ ； 

(4) ( ) ( )ce A e A= 。 

上述 4条刻画了一个模糊集具有的模糊性程度的合理且

基本的要求，分明集是没有模糊性的，因此要求分明集的模

糊性为 0；隶属度为 0.5 是界限最为模糊的，因此要求其具

有模糊性最大的特性；(3)是关于模糊集的隶属值发生变化时

对某种序关系的一种自然要求；特别应强调的是第(4)条，意

味着在补运算 ( ) 1 ( )c x x x X= − ∈ 下A 与 cA 具有同等的模

糊性。第(4)条是直观而合理的，也是体现模糊集特征的一个

关键条件。 

3  广义模糊熵 

在模糊集理论和应用中，使用最广泛的补函数是 Zadeh

提出的基本补运算 ( ) 1c x x= −  ，它的显著特点是 0.5 是唯

一的不动点。作为一种理论探讨，已有学者对于一般的广义

补运算进行了研究[9−11]。在这些补函数中，不动点可以是

(0,1)内的任意一点。广义补运算 : [0,1] [0,1]c → 满足以下 4

条： 

(1) (0) 1,c =  (1) 0;c =  

(2)对于 0 1a b≤ ≤ ≤ ，有 ( ) ( )c a c b≥ ； 

(3)c 是连续函数； 

(4) ( ( ))c c x x= 。 

广义补运算c 具有唯一的不动点m ，即 ( )c m m= 。日

本著名学者 Sugeno 曾给出一个补函数[11]： 

( ) ( )( ) 1 1c x x xλ λ= − +              (1) 

其中 ( 1, )λ ∈ − +∞ ，当 0λ = 时，Sugeno 补变成基本补运算

( ) 1c x x= −  。 ( )c xλ 的不动点为 

( )1 1 , 0

2, 0
m

λ λ λ

λ

⎧⎪ + − ≠⎪⎪= ⎨⎪ =⎪⎪⎩1
            (2) 

作为实际问题的一种反映，Zenzo 等人[8]给出的广义模

糊熵定义中舍去了模糊熵定义中的第 4 条，使得对广义模糊

熵的条件约束显得过于宽泛，没有充分体现模糊集具有的特

征。下面我们给出有限论域上广义模糊熵的完整定义，新定

义与传统模糊熵的定义是完全对应的。对于 (0,1)m ∈ 和以

m 为唯一不动点的补函数 mc ，实函数 :me F(X) R+→ 叫广

义模糊熵，如果 me 满足以下 4 条： 

(1) ( ) 0me A = 当且仅当A ∈P(X)； 

(2) ( )me A 值最大当且仅当 =[ ]A m ； 

(3)若 *A 是A 的分明修改，则 *( ) ( )m me A e A≤ 。这里 *A

满足：当 ( )A x mμ ≥ 时 * ( ) ( )AA
x xμ μ≥ ；当 ( )A x mμ ≤ 时

* ( ) ( )AA
x xμ μ≤ ； 

(4) ( ) ( )mce A e A= 。 

注意到当 0.5m =  且 0.5( ) 1c x x= − 时，上述的定义即

为模糊熵的表述。因此本文的定义是传统模糊熵定义的合理

而自然的推广。作为广义模糊熵的一个具体体现，下面给出

一个广义模糊熵表达式。 
1( ) 1 ( , )m

pc
m pe A D A A n= −             (3) 

式 中 1p ≥ ， pD 定 义 为 ,A B∀ ∈ F(X) ( , )pD A B =  

1

1

( ) ( )
pn

p
A i B i

i

x xμ μ
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑ ，特别当 1p = 时， pD 叫 Hamming

距离，即 1
1

( , ) | ( )
n

A i
i

D A B xμ
=

= −∑ ( ) |B ixμ 。 

4 广义模糊熵在图像分割中的应用 

4.1 图像的模糊集表示及隶属函数 
设 ( , )

M N
Q q x y

×
⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ 表示大小为 M N× 的图像，G =  

{ }0,1, , 1L − 表示所有灰度的集合。 ( , )q x y G∈ 是坐标

( , )x y 处像素的灰度值， ( ( , ))Q q x yμ 表示 ( , )x y 处像素在图像

Q 中具有某种特性的隶属函数。采用模糊集合表示法，图像

Q 可表示为 {( ( , ), ( ( , ))),QQ q x y q x yμ= 1,2, , ,x M= 1,y =  

2, , }N ，式中 0 ( ( , )) 1Q q x yμ≤ ≤ 。 

本文采用如下形式的S 型函数[12]作为隶属度函数： 

2

2

0,

( )
,

( )( )
( ; , , )

( )
1 ,

( )( )
1,

x a

x a a x b
b a d a

S x a b d
x d b x d

d b d a
x d

≤⎧⎪⎪⎪⎪⎪ −⎪ ≤ ≤⎪⎪ − −⎪⎪= ⎨⎪ −⎪⎪ − ≤ ≤⎪ − −⎪⎪⎪⎪ ≥⎪⎪⎩

     (4) 

其中 x 表示图像Q 的灰度值， , ,a b d 是S 型隶属函数的 3 个

参数，它们决定了S 型隶属函数的形状。在这个S 型函数的

定义中，参数b 不局限于是a ，d 的中点，可以是a ，d 之

间的任意一点。 
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4.2 广义模糊熵用于图像分割 

基于模糊熵的图像分割中，通常把模糊熵最大作为阈值

的选取准则。S 型隶属函数的形状由 , ,a b d 这 3 个参数决定，

所以图像分割的问题变成寻找使得模糊熵取最大值的参数

, ,a b d 的确定问题[6,13]。按式(5)得到最优的 , ,a b d 后，根据隶

属度等于 0.5 的灰度值进行分割，具体表达形式见式(6)。 
* * *

0 1
( , , ) Arg max ( , , )

a b d L
a b d e a b d

≤ < < ≤ −
=          (5) 

*T t= , iff ( ) 0.5Q tμ =                  (6) 

当图像的光照不均匀时，按隶属度取为 0.5 的阈值进行

分割的效果是不理想的。因此我们给出基于广义模糊熵的阈

值选取方法，本文采用的补函数为 Sugeno 补，广义模糊熵

公式为式(3)，该方法不局限于按隶属度取为 0.5 进行分割，

它的最优阈值选取在 
*T t= , iff ( )Q t mμ =             (7) 

值得注意的是，把 Sugeno 补代入式(3)后，该广义模糊熵公

式含有参数λ ，并不直接涉及参数m 。因为m 是不动点，m

和λ 的关系可以表示为 

( ) 21 2m mλ = −                (8) 

式(8)把 (0,1)m ∈ 映射到了 ( 1, )λ ∈ − +∞ ，把它代入式(1)，

可得到 Sugeno 补的另一表达形式 
( )
( ) 2

1( )
1 1 2m

xc x
m x m

−=
+ −

              (9) 

把式(9)代入广义模糊熵式(3)后，这时的广义模糊熵公式含

有参数m 。 

4.3 利用图像质量评价准则确定广义模糊熵的参数m 

广义模糊熵定义中参数m 选取问题是应用广义模糊熵

于图像分割问题最为关键的一步。在本文中，针对每一幅图

像，m 不恒取某一固定值，而是以步长 0.1 遍历区间 (0,1)，

这样会得到 9 个阈值；然后利用图像分割质量评价指标对这

9 个阈值进行评价，找出最优的阈值，相应的 m 即为最终的

m 。采用何种质量评价指标，取决于具体的分割目的，本文

中采用了形状测度评价指标。 

对于一个好的分割结果来说，它的目标的外轮廓应该是

光滑的，形状测度正是用来测量目标的外轮廓的光滑程度

的。如以 ( , )N x yf 表示像素 ( , )x y 的邻域 ( , )N x y 的平均灰度，

( , )t x y 表示像素 ( , )x y 处的梯度，对图像以T 为阈值进行分割

所得形状测度 SM 可用下式计算[14]： 

[ ]( , )
( , )

1
SM Sgn ( , ) ( , )Sgn ( , )N x y

x y

f x y f t x y f x y T
C

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎡ ⎤= − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ (10) 

式中C 为归一化参数， Sgn表示符号函数。 

最优的m 由下式确定： 
* ArgmaxSM( )m m= , 0.1,0.2, ,0.9m =     (11) 

5  实验结果及分析 

在仿真实验中，本文采用广义模糊熵对 2 幅光照不均匀

的图像进行了分割。实验图像采用 Rice 和 Circuit board 图，

尺寸分别为 256 256× 和161 161× ，如图 1 所示。首先，m 以

步长 0.1 遍历区间 (0,1)，这样对每一幅图片，会得到 9 个阈

值，表 1 列出了当m 分别等于 0.1，0.2，…，0.9 的阈值结

果，当 0.5m = 时，这个阈值就是模糊熵方法的阈值结果；

然后计算各个阈值结果的形状测度评价指标值，在本文的实

验中归一化参数 62 10C = × 。使得指标值最大的阈值就是最

终的阈值，相应的m 即为最终的m ，图 2 给出了 2 幅图像

的形状测度评价指标随m 变化的曲线，其中横轴表示m 的

取值，纵轴表示形状测度指标值。图 3 和图 4 列出了 2 幅图

像模糊熵和广义模糊熵的对比分割结果。 

 

图 1  实验图像 

表 1  广义模糊熵的阈值结果 

m 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 

Rice 92 113 104 101 88 101 111 108 152 

Circuit board 71 100 122 141 158 173 186 199 153 

 

图 2 形状测度评价指标随 m 变化的曲线图 

从图 2 (a)可以看出，对于Rice图， 0.9m = (阈值为 152)

时具有最大的形状测度评价指标值，所以最终的 0.9m = 。

类似地，可得 Circuit Board 最终的m 值为 0.2m = 。从图

3 和图 4 可见，对于光照不均匀图像，以 0.5 作为分界线的

模糊熵阈值法已经不适用，而作为可变分割点的广义模糊熵

阈值法由于能够适应光照变化，在合适的地方可以达到较为

理想的分割结果。 
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图 3 Ｒice 图分割结果 

 

图 4 Circuit board 图分割结果 

6  结束语 

本文依据模糊熵和广义补函数，重新定义了广义模糊

熵，给出了一个广义模糊熵表达式和在图像阈值分割中的应

用，结果表明，对于光照不均匀的图像可以获得比模糊熵更

为理想的分割效果。基于广义模糊熵的图像分割方法按隶属

度等于m 对图像进行分割，增多了选择更好的分割结果的机

会，获得了优于模糊熵的分割效果。本文所提的方法具有一

定的通用性，给定一个广义补函数和相应的广义模糊熵公

式，均可照此过程进行。在应用广义模糊熵进行阈值选取时，

合理选取广义模糊熵表达式、广义补函数以及参数m 是关

键。本文仅仅给出了示例性说明和实验，可以看到在本文的

实验中，对 Circuit board 图获得了较为理想的分割效果，

但对 Rice 图的分割结果仍不是很理想，其下部的米粒没有被

分割出来，这说明对于这幅图片，采用 Sugeno 补作为补函

数可能不太好，也可能是参数m 遍历区间 (0,1)的步长 0.1 太

大了。作为解决面临问题的一种思路，在下一步的工作中，

我们将考虑选用或构造更合适的补函数，并设想利用优化的

方法在区间 (0,1)内确定参数m以获得更为理想的分割效果。 
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