
第 30 卷第 8 期                            电  子  与  信  息  学  报                                Vol.30No.8 

2008 年 8 月                    Journal of Electronics & Information Technology                          Aug..2008 

基于 Kernel-SOM 的非线性系统辨识及模型运行收敛性分析 
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摘  要：该文提出基于核 SOM(Kernel-SOM)的非监督非线性系统辨识方法。在辨识误差和系统初始输入误差同时

存在的条件下，对 Kernel-SOM 辨识模型独立运行的收敛性进行了理论分析，并给出了辨识模型运行收敛的定理。

数字仿真表明了所述方法的有效性及收敛定理的正确性。 
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Abstract: A Kernel-SOM based unsupervised nonlinear system identification algorithm is proposed. Analysis of the 

model running convergence of the proposed algorithm is performed, and the convergence theorem is proofed by 

considering both identification error and initial input error. Numerical simulation results demonstrate the 

effectiveness of the proposed identification algorithm and the correctness of the convergence theorem. 
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1  引言  

学习算法的简单性、自适应、以及可视化等诸多良好的

特性，使得自组织映射[1](Self-Organizing Map, SOM)在众多

领域得到广泛应用，例如：模式识别、非线性系统辨识、数

据挖掘。SOM 是典型的自适应、非监督(无教师)学习算法，

经过适当改造后可以完成有监督(教师)的学习。Barreto 在文

献[2]中使用 SOM 实现了有监督的学习，并用于非线性系统

的辨识。其核心思想是将每个输出节点的权值分为两部分：

一部分对应于待学习模式的输入，用于寻找获胜节点；另一

部分对应于待学习模式的输出(教师)。在学习阶段，输出节

点的两部分权值均调整。在辨识阶段，获胜节点权值的输出

部分用于估计待辨识系统的实际输出。文献[2]指出修改后的

学习算法是收敛的。但是，该文并未讨论辨识模型独立运行

时的收敛性问题。 

在 SOM 中引入核函数，可以得到核 SOM(Kernel- 

SOM)。已有研究表明[3, 4]，合适的 Kernel-SOM 更适合于解

决非线性问题。在文献[2]的基础上，本文进一步拓展 SOM

至 Kernel-SOM 并用于非线性系统辨识，此外还研究辨识模
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型独立运行的收敛性，给出了辨识模型运行收敛的条件。 

2  Kernel-SOM 

在经典的 SOM[1]中，分为输入层和输出层。通常输出节

点在输出层以二维的方式排列，输入节点和输出节点全互

连。在 SOM 中引入核函数，可以得到基于核的 SOM(Kernel- 

SOM)。Kernel-SOM 首先将输入模式映射到一个高维的非线

性空间，然后在映射后的高维空间中学习模式的分布规律。

巧妙的是高维空间中的学习可以通过原始低维空间的学习

间接完成得到。较之于经典的 SOM，合适的 Kernel-SOM 对

于非线性强的模式分布可以有较好的学习结果[3, 4]。 

设 Φ ： ( ) F→ ∈x xΦ  为非线性映射，其中 1( ,x=x  
T, )nx 为输入，F 为映射后的高维空间。定义高维空间中

的距离度量如下：  
2( , ) ( ) ( )KD = −x y x yΦ Φ            (1) 

满足 Mercer 条件[5]的核函数可以定义如下： 
T( , ) ( ) ( )K =x y x yΦ Φ                (2) 

有 
2( , ) ( ) ( ) = ( , ) ( , ) 2 ( , )KD K K K= − + −x y x y x x y y x yΦ Φ (3) 

用 1( ) ( ( ), , ( ))nz x z x z=x 表示在第 z 步学习时 Kernel- 

SOM 的学习样本， 输出层位于坐标 ( , )k j 的输出节点的权值

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))kj kj kj nkjz w z w z w z=w  。 ( )kjN z  为邻域函数，
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( )zα 为学习效率，m 为输出层的宽度。Kernel-SOM 学习算

法可以简单描述如下： 
(1)使用小的随机数初始化所有的连接权。 
(2)从学习样本集中随机选择一个作为当前学习样本

( )zx 。 
(3)从输出节点中找出获胜节点，亦即最接近当前学习样

本的输出节点。 

* *
1 , 1 ,
min ( ) min ( ( ), ( ))kj kjk j k j m k j m

d d KD z z
≤ ≤ ≤ ≤

= = x w     (4) 

*( , )k j∗ 为获胜节点在输出层的坐标， *, [1, ]k j m∗ ∈ 。 
(4)获胜节点及其邻域节点(由邻域函数确定)的权值进

行更新 

* *

( ( ), ( ))
( 1) ( ) ( ) ( , , )

( )
ij

ij ij i j
ij

KD z z
z z z N z i j

z
α

∂
+ = + ⋅ ⋅

∂
x w

w w
w

(5) 

(5)重复式(2)-式(4)，直到学习结果满足要求或是达到预

先设定的学习次数。  

3  基于 Kernel-SOM 的非线性系统辨识 

给定非线性系统： 
( 1) ( ( ), , ( 1), ( ), , ( 1))y ut f t t n t t n+ = − + − +y y y u u  (6) 

其中 [0, ]t M∈ ，M 为有限正整数。 ( ) pt U R∈ ⊂u 为确定的

已知激励函数， ( ) qt Y R∈ ⊂y ， ,u yn n 分别是y和u 最大延

迟时间。 

假设，可以获取实际非线性系统的N 个样本： 

( )

( )

T

input

T

output

( ), , ( 1), ( ), , ( 1)

  ( 1)

i i y i i u

i

t t n t t n

t

− + − +

→ +

y y u u

y    (7) 

其中 [0, ]it M∈ ，1 i N≤ ≤ 。 
Kernel-SOM 在第 z 步学习时选中的样本用 ( )z =x  

input

output

( )

( )

z

z

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

x

x
表示： 

( )Tinput( ) ( ), , ( 1), ( ), , ( 1)i i y i i uz t t n t t n= − + − +x y y u u

  ( )Toutput( ) ( 1)iz t= +x y  

再令 input inputDim( ( ))d z= x ， output outputDim( ( ))d z= x 。 

输出层位于坐标 ( , )k j 的输出节点的权值 ( )kj z =w  
input

output

( )

( )

kj

kj

z

z

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

w

w
，其中 

( )input

Tinput
1 2( ) ( ), ( ), , ( )kj kj kj d kjz z z z=w w w w  

(
)

input input

input output

output
( 1) ( 2)

T

( )

( ) ( ), ( ), ,

                ( )

kj d kj d kj

d d kj

z z z

z

+ +

+

=w w w

w
 

那么使用 Kernel-SOM 来辨识非线性系统(式(6)), 获胜

节点及其邻域节点(由邻域函数确定)的权值进行更新: 
* *

input input

input input

input

( 1) ( ) ( ) ( , , )

( ( ), ( ))
                 

( )

kj kj k j

kj

kj

z z z N z k j

KD z z
z

α+ = +

∂
⋅

∂

w w

x w
w

      (8) 

* *
output output

output output

output

( 1) ( ) ( ) ( , , )

( ( ), ( ))
                  

( )

kj kj k j

kj

kj

z z z N z k j

KD z z
z

α+ = +

∂
⋅

∂

w w

x w
w

     (9) 

学习完毕后，对于一个给定的输入 inputx ，Kernel-SOM

获胜节点的输出权值 * *
output
k j
w 可以用来估计实际系统的输出，

即 * *
input * output input( , ) ( )

k j
f f= = ≈ =y x w y xΘ ， 其 中 =y  

f input *( , )x Θ 表示 Kernel-SOM 模型的输入输出映射关系，
*Θ 是 Kernel-SOM 模型参数的集合(权以及核函数参数)。  

4   Kernel-SOM 模型的运行收敛性 

对 于 式 ( 6 ) 所 示 的 非 线 性 系 统 ， 令 maxL =  

( 1)
max

( )y

t
t n i

⎧ ⎫⎪ ⎪∂ +⎪ ⎪⎪ ⎪⎨ ⎬⎪ ⎪∂ − +⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

y
y

，其中1 , [0, ]yi n t M≤ ≤ ∈ ，M 为有

限正整数。 

条件 1  maxL 上有确界。 

定理 1  非线性系统 input( 1) ( ( ))t f t+ =y x ，f 满足条件

1。对应的 Kernel-SOM 模型为 input( 1) ( ( ), )t f t+ =y x Θ 。如

果实际系统 f 和 Kernel-SOM 模型 f̂ 的初始输入误差满足

(0) (0) δ− <sy sy ，那么对于给定的 0ε∀ > ，必定可以找

到一个 *Θ ，使得下式成立：       
ˆmax ( 1) ( 1)t t ε+ − + <y y           (10) 

其中 [0, ]t M∈ ，M 为有限正整数。 

证明  使用文献[6]类似的方法，用向量 ( 1)t +S 来表示

实际系统运行到 1t + 时刻的状态： 

( 1)
( 1)

( )

t
t

t

⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜+ = ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

y
S

sy
 , 其中 

( )
( )

( 1)y

t
t

t n

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ − + ⎟⎜⎝ ⎠

y
sy

y

。 

很显然， ( )tsy 可以表示为 

( 1)

1 0 0 0

0 1 0 0
( ) ( ) ( ( ))

0 0 1 0
y yn n

t t g t
Δ

× +

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⋅ =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

sy S S   (11) 

再由

( )
( )

( 1)y

t
t

t n

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ − + ⎟⎜⎝ ⎠

u
su

u

，易知 ( 1)t +y 是关于 ( )tS  

和 ( )tsu 的函数，因此 ( 1)t +y 可以表示成： 

( 1) ( ( ), ( ))t f t t
Δ+ =y S su             (12) 

那么 ( 1)t +S 可以递归定义如下： 

( 1) ( ( ), ( ))
( 1)

( ) ( ( ))

t f t t
t

t g t

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜+ = =⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠

y S su
S

sy S　
       (13) 

为此，可以定义： 

( )
T

T
( ( ), ( ))

( ( ), ( )) ( 1)
( ( ))

f t t
G t t t

g t
Δ

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= + = ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

S su
S su S

S　
    (14) 

类似地可以定义 ( )tS 来表示 Kernel-SOM 模型运行到 t
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时刻的状态： 
( 1)

( 1)
( )

t
t

t

⎛ ⎞+ ⎟⎜ ⎟⎜+ = ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

y
S

sy
， ( )T( ( ), ( )) ( 1)G t t t

Δ= +S su S ，其中

( )
( )

( 1)y

t
t

t n

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ − + ⎟⎜⎝ ⎠

y
sy

y

。 

至此，有 

( ) ( )TT

(I)

(II)

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

                         ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

                        ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

t t t t

G t t G t t

G t t G t t

G t t G t t

+ − + = + − +

= −

≤ −

+ −

S S S S

S su S su

S su S su

S su S su

 

由中值定理，必定存在： 
( ) ( ) (1 ) ( ),  0 1t t tλ λ λ= + − ⋅ < <S S S       (15) 

使得 

( )( )
( ( ), ( ))(I) | ( ) ( )

( ) t
G t t t t

t
∂= −

∂ S
S su S S
S

      (16) 

结合条件 1，容易证明： 

 

( )

2 2
max

( ( ), ( ))
|

( )

( 1)
  1

2

t
F

y y
y y m

G t t
t

n n
n n L L

Δ

∂
∂

⎛ ⎞⋅ + ⎟⎜ ⎟≤ ⋅ + + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

S
S su
S

     (17) 

令 ( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))G t t G t t G t t= −S su S su S su  

那么，有 

( )
( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))

                 0,0, , ( ( ), ( )) ( ( ), ( ), )

G t t G t t G t t

f t t f t t

= −

= −

S su S su S su

S su S su Θ (18) 

由万能逼近定理，对于 0eε∀ > ，总能找到一个 *Θ ，使

得 

(II) ( ( ), ( )) eG t t ε= <S su            (19) 

至此，有 

1

0

ˆ( 1) ( 1) ( ) (0) (0) ( )
t

t t
m e m

i

t t L Lε+

=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ − + < − + ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑S S S S  

再令 

1
0

1
( )

( )

t
t

e m t
i m

L
L

δ ε εΔ
+

=

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜= − ⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑          (20) 

所以，对于 0ε∀ > ，只要设定： 

(0) (0) δ− <S S (而 (0) (0) (0) (0)− ≤ −sy sy S S ，所

以 (0) (0) δ− <sy sy )，就必定有 ( 1) ( 1)t t ε+ − + <S S 。 

又显然有 

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)t t t t+ − + ≤ + − +y y S S      (21) 

即必定有 

 ( 1) ( 1)t t ε+ − + <y y              (22) 

再由 t 得任意性，立即得 

max ( 1) ( 1)t t ε+ − + <y y           (23) 
证毕 

5  数字仿真 

本小节使用文献[7]中给出的一个典型非线性系统来验

证 Kernel-SOM 辨识模型的有效性及模型收敛定理的正确

性。 

2 2
( ) ( 1)( ( ) 2.5)

( 1) ( )
1 ( ) ( 1)

y t y t y t
y t u t

y t y t
− ++ = +

+ + −
      (24) 

( ) sin(2 /25)u t tπ=  为确定的激励函数。系统初始状态值

( 1) 0.5y − = , (0) 0.9y = 。 

数据集  从式(24)所示的非线性系统采集 100 个样本，

前 50 个样本用于学习，后 50 个样本用作测试。 
实验结果  (1)分别构建输出层规模为 5×5，10×10 和

15×15 的 SOM 及 Kernel-SOM，在数据集中的训练和测试

结果见表 1。 

表 1  SOM 与 Kernel-SOM 性能比较 

注：表中给出的数据均为 10 次运行的平均值。最大学

习次数 maxz ＝10000；使用正方形邻域函数，在第 z 次学习

时，正方形的宽度为 ( )zρ ，并按照下式更新： 
max/

0 0( 1) ( / )z z
fzρ ρ ρ ρ⎢ ⎥+ = ⎢ ⎥⎣ ⎦ ，其中 fρ ＝0.4， 0 /2Dρ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥。 

D 为输出层的宽度；第 z 次学习时的学习效率，按照下

式更新： max/
0 0( 1) ( / )z z

fzα α α α+ =  ，其中 0.04fα = ，

0 0.9α = 高斯核函数宽度， 2σ = 。 

(2)图 1 和图 2 分别给出了输出层规模为 5×5 和 10×10

的 Kernel-SOM 独立运行的结果。图中*所示的曲线为实际

系统的运行曲线；□为 Kernel-SOM 模型独立运行的运行曲

线。为了验证定理 1 的有效性，特别设置 Kernel-SOM 模型

的初始输入值为 ( 1) 0.8y − = , (0) 1.2y = ，不同于实际系统

( 1) 0.5y − = , (0) 0.9y = 。 

分析  由表 1 可以发现：在不同的规模下，Kernel-SOM

的性能总是优于 SOM。此外，当网络规模不够大时(例如 5

×5)，即使学习次数足够(10000)，学习精度仍不够理想。原

因是当网络规模小时，其中的输出权个数较少，因此对输出

论域的划分粒度粗糙，导致精度不高；随着网络规模的增大，

对输出论域的划分粒度逐步精细，精度也随之上升。图 1 和

图 2 验证了定理 1 的正确性。Kernel-SOM 和实际系统存在

逼近误差，即使初始输入不同，在一定的条件下，仍能保证 

均方差 
 SOM 规模 

5×5 10×10 15×15 

训练样本 0.012821 0.000368 0.000152 
SOM 

测试样本 0.016030 0.000587 0.000192 

训练样本 0.010140 0.000143 0.000098 Kernel 

-SOM 测试样本 0.011712 0.000432 0.000102 
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图 1 5×5 Kernel-SOM         图 2 10×10 Kernel-SOM  

独立运行结果图                独立运行结果图 

Kernel-SOM 独立运行收敛。图 1 中，逼近误差较大，但是

在初始输入不同的条件下，Kernel-SOM 仍良好地跟踪了实

际系统。在图 2 中，由于逼近精度较高，在初始输入不同时，

Kernel-SOM 除了一开始有所震荡，几乎复现了实际系统。 

6  结论 

使用非监督学习进行非线性系统辨识是神经网络领域

研究的一个热点问题。本文给出了运用 Kernel-SOM 模型辨

识非线性系统的方法。考虑到实际应用中固有的辨识误差和

初始输入误差的并存，文中讨论了 Kernel-SOM 辨识模型的

运行收敛性问题，并以定理的形式给出运行收敛的条件。典

型非线性系统的数字仿真结论验证了本文所述方法的有效

性。 
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