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K 平面聚类算法的模糊改进及其鲁棒性研究 
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摘 要：该文针对 K 平面聚类算法 KPC (K-Plane Clustering)对噪声点敏感的缺陷，通过引入隶属度约束函数，推

导出鲁棒的改进分割 K 平面聚类算法 IFP-KPC(Improved Fuzzy Partitions for K-Plane Clustering)，并利用

Voronoi 距离对 IFP-KPC 算法的鲁棒性进行了合理解释。实验结果表明 IFP-KPC 算法较之于 KPC 算法具有更好

的聚类效果。 
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Abstract: A new robust Improved Fuzzy Partitions for K-Plane Clustering (IFP-KPC) algorithm is proposed. The 
proposed algorithm can reduce the sensitivity of the k-plane clustering algorithm to noises in real datasets. Also the 
distances to the Voronoi cell are used to give a reasonable explanation for the robustness of IFP-KPC. 
Experimental results demonstrate the effectiveness of IFP-KPC. 
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1  引言  

聚类分析是无监督模式识别中一种重要的方法，已广泛

应用于数据挖掘、图像处理、计算机视觉、生物信息和文本

分析。聚类算法就是将分布未知的数据进行分类，目的是寻

找隐藏在数据中的结构，并按照某种相似程度的度量，尽可

能地使具有相同性质的数据归于同一类。Bradley和Manga- 

sarian提出了一种新颖的K平面聚类算法KPC (K-Plane 

Clustering) [1]，其思想是通过用超平面替代传统K均值算法

的中心点， 小化样本点到 近超平面平方距离之和求取 k

个原型超平面。该方法在混合系统识别[2]、稀疏成分分析[3]、

基因聚类[4]、谱聚类[5]和信号稀疏表达与应用的优化算法[6]

等方面取得初步应用。实验发现，KPC算法可以对未知样本

集进行有效聚类，但同时对数据噪声点较敏感，算法鲁棒性

较差。为此，本文提出了改进分割的K平面聚类算法

IFP-KPC (Improved Fuzzy Partitions for K-Plane 

Clustering)，通过在目标函数中引入隶属度约束，得到意义

更趋明晰的隶属度迭代公式，使得IFP-KPC算法具有更好的

鲁棒性，提高了聚类准确性。 
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2  K 平面聚类算法(KPC) 

KPC 算法用 c 个超平面替代传统c 均值聚类算法中的

中心点作为聚类原型，KPC 算法的目标是找到一组超平面

{ }= 1 2, , , cP p p p ，使得每个样本点到距其 近的超平面的

平方距离之和 小， iw 和 iγ 分别表示超平面 ip 的单位化法

向量和截距。聚类目标函数定义为 
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c n

i j i
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J γ
= =

= −∑∑ w x           (1) 

KPC 算法就是用迭代方法求解，当算法收敛，就得到

各类超平面的单位化法向量、截距和样本集的划分[1]。KPC

算法能对未知样本集进行有效聚类，但在实验中也发现其

显著的缺陷是对数据噪声很敏感，算法鲁棒性较差。从图 1

可以看出 KPC 算法的聚类结果会受到噪声点的影响。 

 

图 1  KPC 算法的聚类效果 
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3  改进分割的 K 平面聚类算法(IFP-KPC) 

3.1 基于竞争学习理论的隶属度目标函数的构造 

竞争学习的学习规则分为WTA (Winner-Take-All)与

WTM(Winner-Take-More)两种，分别称为“硬”竞争学习

(hard competitive learning) 与 “ 软 ” 竞 争 学 习 (soft 

competetive learning)[7,8]。WTA规则存在一个重要问题：对

于不同初始值的节点, 学习过程中可能存在死节点(dead 

nodes)或不充分利用(under-utilization)的现象。为此，研究

人员提出了WTM规则，通过引入模糊隶属度等方法，削弱

了学习对节点初始值的依赖，但同时也造成数据的获胜节点

不确定，使得部分节点可能偏离其实际的类数据。文献[9]

提出了惩罚对手的竞争学习(RPCL)：对于数据集中的每个

样本，不仅其获胜节点以一定的学习速率向该数据集 “靠

近”，而且其竞争对手以更小的学习速率(惩罚速率)被“推

离”该数据集，从而减小了对学习过程的干扰。 

基于惩罚对手的竞争学习(RPCL)的思想，本文综合

KPC与模糊KPC算法，进一步提出了改进分割的K平面聚类

算法IFP-KPC。通过引入隶属度约束函数，构造新的目标函

数： 
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对 于 一 个 单 独 样 本 点 jx ， 隶 属 度 约 束 函 数 ：

1 2( , , )cf u u u =
=

−∑
1

(1 )
c

i i
i

u u 有如下结论： 

定理 1  对于隶属度约束函数 1 2( , , )cf u u u ，当

=( 1,2, , )iu i c 均为 1 c 时，函数取得 大值 1 1 c− ；当

=( 1,2, , )iu i c 其中一个 ku 为1，其它 iu ( ≠i k )为0时，函

数取 小值0。 

定理1证明略。 

当 1 2( , , )cf u u u 取 小时，出现某个 ku 趋向于1，其它

的 iu ≠( )i k 趋向于0的情况。图2显示加入隶属度约束函数

后，隶属度的明晰含义被显著提升。 

 

图 2  隶属度函数分布图 

3.2  IFP-KPC 算法 

定理 2  根据拉格朗日优化理论求解式(2)，IFP-KPC

算法的目标函数取 小时当且仅当 

(1) 超平面 ip 的截距 iγ 迭代公式：  
= T T

i i i iγ w Xu u e               (3) 

其中 = 2 2 2
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(2) 超平面 ip 的单位化法向量 =( 1, , )i i cw 等于式(4)

表示的矩阵特征值问题的 小特征值 =( 1, , )i i cα 对应的特

征向量 =( 1, , )i i cw ： 
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(3) 隶属度迭代公式：  

=

=
− −∑2 2
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对于式(5)，当 > 2( , , )j j i ia d γx w ， −2( , , )j i i jd aγx w 出现负值，

隶 属 度 iju 也 会 为 负 。 故 定 义 2min{ ( , , ) |j j s sa d γx w=  

{1, , }}s c η∈ − ，( > 0η )，代入式(5)从而得到： 
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式(6)中，对 η 的选择影响模糊划分的模糊程度，同 FCM 算

法中的控制聚类结果模糊程度的模糊指数m 类似。η 值越大

模糊程度越高； η 值越小模糊程度越低，越趋进于硬聚类。

当 η 趋于无穷时，样本点对每一类的隶属度均为1 c 。所以

需要选取一个合适的 η 值，当 η 取较小值时，IFP-KPC 算

法基本稳定且能得到较好的聚类效果。实验中将对 η 的选择

进行讨论。 

下面给出改进分割的 K 平面聚类算法 IFP-KPC 算法的

完整描述： 
步骤 1  初始化聚类数目 c，阈值 ε，模糊程度常数 η ，

大迭代次数 T，随机产生 1
iju ； 

步骤 2  根据式(4)计算超平面 ip 的单位化法向量 l
iw ，l

为迭代次数； 
步骤 3  根据式(3)计算超平面 ip 的截距 l

iγ ； 

步骤 4  根据式(5)计算样本的隶属度值 +1l
iju ； 

步骤 5 如果 + − <( 1) ( )l l
ij iju u ε 或者 >l T 则停止，算法结

束；否则 = + 1l l ，跳转步骤 2； 

步骤 6  当算法收敛，得到各类超平面 ip 的单位化法向

量 iw ，截距 iγ 和模糊隶属度 iju 。 

3.3 Voronoi 距离对 IFP-KPC 算法的鲁棒性解释 

Voronoi图是对平面的一种分割，由连接两相邻点直线

的垂直平分线所构成的连续多边形组成。对于通过点集

= 1 2 3{ , , , }p p p p 分割后的Voronoi图，样本点将按照 邻近
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原则分配到区域 ip 。在Voronoi图中计算数据对象 jx 到第 i

类的Voronoi距离，只要选择 jx 到第 i 类全部分割超平面的

距离中绝对值 小的即可。即 jx 到第 i 类的Voronoi距离

( , )v j id px [10]为 

≤ ≤
= − T

1
( , ) min( )v j i j s ss c

d px x h n          (7) 

其中 ( )= + 2s s ih p p ， = −s i sn p p ， ≤ ≤1 s c ， ≠s i 。对

于式(7)定义的Voronoi距离，文献[11]有如下结论： 
定理3  对于平面上通过点集 = 1 2 3{ , , , }p p p p 分割后

的Voronoi图，Voronoi距离可以表示为  1( , )
2v j id px =  

( )2 2

1
( , ) min ( , )j i j ss c

d p d px x
≤ ≤

⋅ − 。 

通过将 Voronoi 距离与 IFP-KPC 隶属度迭代公式(6)比

较可以发现，如果将 Voronoi 距离替换模糊 KPC 算法得到

的隶属度 iju 迭代公式中的欧式距离，将得到与 IFP-KPC 算

法( = 0η 时)相同的隶属度迭代公式。同时文献 [11]指出

Voronoi 距离和欧式距离相比，对数据噪声点具有更少的敏

感度和更好的鲁棒性，充分说明本文提出的 IFP-KPC 算法

具有鲁棒性。 

4  仿真实验及实验分析 

为了比较 IFP-KPC 算法的性能，基于实验数据集分别

采用 FCM 算法，KPC 算法和 IFP-KPC 算法进行仿真试验，

并用约当指数(Rand Index)[12]评价其聚类质量。 

 实验 1  二维空间数据加入噪声点实验  实验 1 包含 3

类每类 50 个样本点的二维空间数据集，每个类别的数据按

照直线方程 1 0y x w= +w 产生，为了保证 3 种算法比较的准

确性和公平性，每次聚类实验都随机产生超平面的法向量

1w 和截距 0w ，其中 ∈ − ∈ − ∈ −1 0( 1,1), ( 10,10), ( 10,10),xw w
并在 y 上附加范围在(-0.5,0.5)内的随机噪声扰动。通过在平

面内加入不同数目的噪声点测试算法抗噪性能。IFP-KPC

算法中采用不同大小的参数 η 来测试其对聚类结果的影响。

表 1给出了 3种算法分别进行 100次聚类实验后得到的Rand 

Index 的均值。 

从表 1 中可以看出，IFP-KPC 算法受噪声点影响较小，

显示 IFP-KPC 算法比 KPC 算法有较好的抗噪性能。同时

η =1时在所有的 η 取值中聚类效果较好。实验结果表明当 η

取较小值时( η <10)，IFP-KPC 算法基本稳定且均能得到较

好的聚类效果。FCM 算法不能对超平面分布的数据进行有

效地聚类。 

实验 2  高维空间大量数据实验  为了验证 IFP-KPC

算法在高维空间大量数据情况下的可扩展性，实验 2 首先对

10维空间大量数据情况下加入不同数目的噪声点测试3种算

法的抗噪性能。每次实验数据集包含 2 类每类 200 个样本点

的高维空间数据，每类按照直线方程 10 1 1 2 2x x x= + + +w w  

9 9 0x +w w 产生。同样为了保证 3 种算法比较的准确性和公

平性，每次聚类实验都随机产生法向量 1w ， 2w ， 9w 和截

距 0w ，其中 1 2 9[ , , ] ( 1,1)∈ −w w w ， ∈ −1 2 9[ , , ] ( 10,10)x x x ，

0 ∈w  ( 10,10)− ，并在 10x 上附加范围在(-.0.5，0.5)内的随机

噪声扰动。通过在 10 维空间加入不同数目的噪声点测试算

法的抗噪性能。表 2 给出了 3 种算法进行 100 次聚类实验后

得到的 Rand Index 的均值。 

从表 2 可以看出，在高维情况下 IFP-KPC 算法与 KPC

算法相比受噪声点影响较小，具有较好的抗噪性能。综合表

1 和表 2 的实验结果可以得到， η 的选择应限定在一定范围

内，一般要根据样本到各个类别超平面的距离大小情况而决

定，否则若 η 太大会产生较差的聚类结果。特别当 η 趋于无

穷时，会出现样本点对每一类的隶属度均为1/c 的情况。一

般情况下，当 η 取较小值时，IFP-KPC 算法 Rand Index 基

本稳定且能得到较好的聚类效果，η 的取值为所有样本点到

超平面的 大距离的 0.01 到 0.2 左右较为合适。 

 实验 2 进一步对 3 种算法在 5 维到 30 维之间选择 6 种

不同维数的数据集进行测试。每次实验的数据集由 2 类每类

200 个样本点的高维空间数据组成，每类数据按照直线方程

1 1 2 2 1 1 0d d dx x x x− −= + + + +w w w w 产生，d 表示数据集维

数。同样为了保证 3 种算法比较的准确性和公平性，每次聚

类实验都随机产生法向量 1 2 1, , d −w w w 和截距 0w ，其中

[ ] ( )1 2 1, , 1,1d − ∈ −w w w ， [ ],1 2 1, ( 10,10)dx x x − ∈ − ， 0 ∈w  

( 10,10)− 并在 dx 附加范围在(-0.5，0.5)内的随机噪声扰动。

实验中在超平面加入 20 个噪声点。在 IFP-KPC 算法的实验

中，参数 η 随着样本维数的不同而自适应变化，当维数为五

维时， η 取 4；其它维数情况时， η 取 10。表 3 给出了 3 种

算法进行 100 次实验后得到的 Rand Index 均值。

表 1  二维情况时 3 种算法对噪声点的 Rand Index 结果比较 

IFP-KPC 算法中 η 的数值 
噪声数目 

0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100 
KPC FCM 

5 0.7711 0.8060 0.7760 0.7845 0.8073 0.7539 0.6195 0.7580 0.6507 

10 0.7750 0.7602 0.7851 0.7729 0.7836 0.7676 0.6189 0.7463 0.6488 

15 0.7486 0.7278 0.7567 0.7779 0.7723 0.7437 0.6083 0.7364 0.6488 

20 0.7221 0.7245 0.7204 0.7258 0.7531 0.7566 0.6147 0.7231 0.6422 

30 0.7205 0.7227 0.7385 0.7268 0.7383 0.7356 0.6283 0.7177 0.6407 
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表 2   10 维情况时 3 种算法 Rand Index 结果比较 

噪声数目 
 算法 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 

1 0.9088 0.8545 0.8474 0.7822 0.7363 0.7496 0.6825 0.6589 0.6273 

10 0.9173 0.8993 0.8422 0.8263 0.7786 0.7697 0.6958 0.6731 0.6655 IFP-KPC 中 η 值 

20 0.8872 0.8457 0.8346 0.8026 0.7447 0.7382 0.6828 0.6505 0.6288 

KPC 0.8784 0.8512 0.8042 0.7872 0.7208 0.6831 0.6615 0.6461 0.5936 

FCM 0.5493 0.5444 0.5436 0.5379 0.5374 0.5367 0.5349 0.5320 0.5299 

表 3   不同维数情况时 3 种算法 Rand Index 结果比较 

样本维数 
 

5 10 15 20 25 30 

IFP-KPC   0.8700 0.7787 0.6624 0.6140 0.5696 0.5315 

KPC 0.8338 0.7246 0.6039 0.5452 0.5162 0.5123 

FCM 0.5419 0.5347 0.5252 0.5221 0.5114 0.5034 

 

从表3可以看出，在高维空间大量数据情况下，IFP-KPC

算法与KPC算法相比表现出更好的聚类性能。但同时也发现

KPC算法和IFP-KPC算法聚类结果均受到样本空间维数的

影响，随着样本维数的增加，Rand Index越来越小。由于

IFP-KPC算法和KPC算法等大多数的聚类算法都基于距离

机制，因此这些算法只适合于低维数据集，而在高维空间里，

高维数据通常非常稀疏，在一定的数据分布条件下，对于给

定目标， 近和 远邻居节点间距离几乎相等，使得传统相

似性度量在高维空间中变得没有意义,导致常规的聚类算法

失效[13]。 

5  结束语 

本文根据K平面聚类算法KPC，提出了改进分割的K平

面聚类算法IFP-KPC。通过引入隶属度约束函数，重新构造

目标函数，根据拉格朗日优化理论推导出新的迭代学习公

式；并利用Voronoi距离对IFP-KPC算法的鲁棒性进行了合

理的解释。应当指出，IFP-KPC算法比KPC算法具有更好的

鲁棒性，但其也存在不少局限性，在聚类初始化和聚类原型

适用性等方面还存在很大改进的空间，在高维空间大量数据

情况下还受到一定的约束。在下一步的工作中，将对IFP- 

KPC算法做更深入的研究，提高其性能，并把本文的思想方

法应用于图像分割、文本分类、基因聚类学等领域。 
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