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Bent 互补函数偶族的充分必要条件 
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摘  要：该文在研究 Bent 互补函数偶族性质的基础上，证明了 Bent 互补函数偶族与 Hadamard 互补矩阵偶族等

价关系，即 Bent 互补函数偶族的构造充分必要条件，给出了 Bent 互补函数偶族的一种构造方法。根据等价关系，

该文实质上也给出了 Hadamard 互补矩阵偶族的性质、构造方法，这些表明 Bent 互补函数偶族在最佳信号设计方

面有广阔的应用前景。  
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Abstract: Based on analysis of some characters of the families of Bent Complementary Function Pairs (BCFPF), 
the equivalence relations of BCFPF with the families of Hadamard complementary matrix pairs is studied. The 
equivalence relation is the necessary and sufficient condition for constructions of BCFPF。A sort of construction 
method of BCFPF is provided. The families of Hadamard complementary matrix pairs and can be constructed 
correspondingly by using the equivalent relationships. 
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1  引言  

Bent 函数是 Rothaus 于 1976 年提出[1]的一类特殊的布

尔函数，人们利用 Bent 函数构造出了具有良好的循环自相

关和循环互相关性质以及较大线性复杂度的最佳离散信号

——Bent 序列[2]。在码分多址通信、雷达、同步等许多系统

中都要求具有较低的异相自相关函数值和互相关函数值的

最佳离散信号。Bent 序列被认为是这些系统理想的候选信

号。文献[3]将 Bent 函数的概念做了推广，提出了 Bent 互补

函数的概念，给出了 Bent 互补函数与并元互补码和

Hadamard 互补矩阵的等价关系。 

近年来在最佳信号的研究中，“偶”的概念越来越体现出

其本身的优良性能[4,5] 。文献[6]提出了一类新的类 Bent 函

数——Bent 互补函数偶族。本文在此基础上，研究 Bent 互

补函数偶族性质，证明了 Bent 互补函数偶族与 Hadamard

互补矩阵偶族的等价关系，最后给出了 Bent 互补函数偶族

的一种构造方法。应用 Bent 互补函数偶族的构造方法，可
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以构造出许多单值并元相关函数互补码偶族。 

2  定义 

定义 1[6]  设 { }0 1 1( ) ( , , , ) 0 1i i nf x f x x x i P−= ≤ ≤ − 和

{ 0 1 1( ) ( , , , )i i ng x g x x x −= 0 }1i P≤ ≤ − 分别是容量为P的

n 元布尔函数族，  函数
( )( 1) if x− ，

( )( 1) ig x− 的 Walsh- 

Hadamard 变换分别是 

( ) ( ) ( ) ( )

{ }

( ) ( )2 1 2 1

0 0
1 , 1 ,

�0 1, 0,1

n ni ix u f x x u g x

i ix x
n

F u G u

i P u

⋅ + ⋅ +− −

= =
= − = −

≤ ≤ − ∈
∑ ∑

 (1) 

若 

( ) { }1 1

0 0
( ( ) ( )) 2 2 , , 0,1

p P nn
i i i ii i

F u G u P d f g u− −

= =
= − ∈∑ ∑ (2) 

则称 { }( ( ), ( )) 0 1i if x g x i P≤ ≤ − 为Bent互补n元函数偶族。

记为BCFPF ( ( ), ( ))n
P i if x g x ，其中 ( ),i id f g 表示 x 取 0 ~ 2 1n −

时，n 元布尔函数 ( )if x 和 ( )ig x 取值序列之间的汉明距离。 

注意：本文以下出现的 ( ),i id f g 的含义与以上所述相同，

文中任意向量 0 1( , , ,x x=x 1)nx − 均满足
1

0
2n j

jj
x−

=
=∑x ，

即 0 1 1( , , , )nx x x −=x 表示二进制向量， ( )( 1) ( )f x F u− ↔ 表
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示 ( )F u 是 ( )( 1)f x−  的 Walsh-Hadamard 变换。 

定义 2  设 iA 和 iB 是两个 2 2n n× 阶二维矩阵， jα 和 jβ

分别表示 iA 和 jB 的第 j 行，j = 0, ,2 1n − 。若 ,0 ,0( , )i id α β  

= ,1 ,1( , )i id α β = =
,2 1 ,2 1

( , )n ni i
d α β

− −
= ird ，其中 ird 是常量，

则称矩阵 iA 和 iB 互为行等距。 

在定义了行等距后，本文利用矩阵中存在的这种性质，

给出了下面的定义，另外需要说明的是本文以下出现的 ird

的含义如定义 2。 
定义 3    设 { [ ]( , ) 0 , 2 1,n

i ia x y x y= ≤ ≤ −A  

( ) }, 1, 0 1ia x y i P= ± ≤ ≤ −         (3) 

         

{ [ ]
( ) }

( , ) 0 , 2 1,

, 1, 0 1

n
i i

i

b x y x y

b x y i P

= ≤ ≤ −

= ± ≤ ≤ −

B

      (4) 

分别是容量为 P的 2 2n n× 阶二维矩阵族，且 iA 和 iB 互为行

等距， 0, , 1i P= − ，若 

 
1 1T
0 0

( 2 2 )
P Pn

i i ii i
P rd− −

= =
= −∑ ∑AB I       (5) 

则称 ( ){ }, 0 1i i i P≤ ≤ −A B 是 Hadamard 互补矩阵偶族。

其中 T
iB 表示矩阵 iB 的转置，I表示 2 2n n× 阶单位矩阵。 

定义 4   设 ( , )h l j⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ 是 p r× 阶矩阵，若 ( )1

0
,

p

l
h l i−

=∑  

( ), 0h l j⋅ = ，则称 ( , )h l j⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ 的两列 ( ),h l i 和 ( ),h l j 是正交的，其

中 0 , 1,i j r i j≤ ≤ − ≠ 。 

3  Bent 互补函数偶族的性质 

可证得，若{ }( ( ), ( )) 0 1i if x g x i P≤ ≤ − 是一个BCFPFn
P  

( ( ), ( ))i if x g x ，则函数偶族作下列变换后，所得仍为 Bent 互

补 n 元函数偶族。 

(1) ( )l
i nf x a= ( )ia x f x+ ⋅ + ， ( ) ( )l

i n ig x a a x g x= + ⋅ + ，

0, , 1i P= − ，则 {( ( ),l
if x  }( )) 0 1l

ig x i P≤ ≤ − 是 Bent 互

补 n 元函数偶族。其中 { }0,1na ∈ ， ( )0 1 1, , , na a a a −= ∈  

{ }0,1
n
。 

(2) ( ) (s
i if x f x< > = )s⊕ ， ( ) ( )s

i ig x g x s< > = ⊕ ， 0, ,i =  

1P − ， 0, ,2 1ns = − ，那么{( ( ), ( ) 0 1,s s
i if x g x i P〈 〉 〈 〉 ≤ ≤ −  

}0 2 1ns≤ ≤ − 也是一个 Bent 互补 n 元函数偶族。 

(3) A为n n× 阶可逆的 0、1 矩阵，B为任意 n 维 0、1
向量，则设 ( ) ( )e

i if x f x= +A B ， ( ) ( )e
i ig x g x= +A B ， 0,i =  

1 , 1P − ，那么 { }( ( ), ( )) 0 1e e
i if x g x i P≤ ≤ − 也是一个 Bent

互补 n 元函数偶族。 

(4) ( ) ( )i if x f x= 1⊕ ， 0, , 1i P= − ，则 {( ( ), ( ) 0i if x g x  

}1i P≤ ≤ − 也是一个 Bent 互补 n 元函数偶族。 
(5) ( ) ( )i ig x g x= 1⊕ ， 0, , 1i P= − ，则 {( ( ), ( )) 0i if x g x  

}1i P≤ ≤ − 是一个 Bent 互补 n 元函数偶族。 

(6) ( ) ( )if x f x= 1⊕ ， ( ) ( )ig x g x= 1⊕ ， 0, , 1i P= − ，

则{( ( ), ( ))i if x g x 0 1}i P≤ ≤ − 是一个 Bent 互补 n 元函数

偶族。 

4   Bent 互补函数偶族的充分必要条件 

 定理 1   设 0 1 1{ ( ) ( , , , ) 0 1}i i nf x f x x x i P−= ≤ ≤ − 和

{ 0 1 1( ) ( , , , ) 0i i ng x g x x x −= }1i P≤ ≤ − 分别是 n 元布尔函

数族，其中 2np = ; { }0 1i i P≤ ≤ −A ， { }0 1i i P≤ ≤ −B

分为2 2n n× 阶二维矩阵族，其中 [ ]{ ( , )i ia x y= =A ( ) ( )1 if x y⊕⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦  

0 1}i P≤ ≤ − ， { [ ]( , )i ib x y= =B ( ) ( )1 ig x y⊕⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦ 0 i≤ ≤  

}1P − ，那么{( ( ), ( )) 0 1}i if x g x i P≤ ≤ − 为 Bent 互补 n 元

函数偶族的充分必要条件是： ( ){ }, 0 1i i i P≤ ≤ −A B 是

Hadamard 互补矩阵偶族。 
证明  设 ( ) ( )i if x F u↔ ， ( ) ( )i ig x G u↔ 。 

必要性：因为 { }( ( ), ( )) 0 1i if x g x i P≤ ≤ − 是一个 Bent

互补 n 元函数偶族，所以
1

0
( ( ) ( ))

p
i ii

F u G u
−

=∑ = 2 2nP −  

( )1

0
,

P
i ii

d f g−

=
⋅∑ 。 

设 ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1

0 0
1

n i if x g x y
P

i x
yφ

+ ⊕
− −

= =
= −∑ ∑ ，对 ( )yφ 作

Walsh-Hadamard 变换有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

2 1

0

( )2 1 1 2 1

0 0 0

1 2 1 2 1

0 0 0

1

0

1

1 1

1 1

( ( ) ( ))

n

n n i i

n ni i

u y

y

f x g x yPu y
y i x

f x u x g x y u x yP

i x y

p
i ii

u y

F u G u

φ φ
⋅−

=

+ ⊕− − −⋅
= = =

+ ⋅ ⊕ + ⋅ ⊕− − −

= = =
−

=

= −

= − −

= − −

=

∑
∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑
∑  

      ( )1

0
2 2 ,

Pn
i ii

P d f g−

=
= − ∑                      (6) 

对 ( )uφ 作 Walsh-Hadamard 逆变换有 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )

( )( )

2 1

0

1 2 1

0 0

1

0

1 2 1

2 2 , 2 1

2 2 , ( )

n

n

u y
n

u
u yPn n

i ii u

Pn
i ii

y u

P d f g

P d f g y

φ φ

δ

⋅−

=
⋅− −

= =

−

=

= −

= − −

= −

∑
∑ ∑
∑ (7) 

即 

        

( ) ( )
( )

( )( )

( )1 2 1

0 0

1

0

1

2 2 , ( )

n i if x g x yP

i x

Pn
i ii

y

P d f g y

φ

δ

+ ⊕− −

= =

−

=

= −

= −

∑ ∑
∑          (8) 

其中 ( )
01,

00,

y
y

y
δ

=⎧⎪⎪= ⎨⎪ ≠⎪⎩
， (1 1T

0 0
2 2

P Pn
i ii i

P
− −

= =
= −∑ ∑AB  

( )),i id f g⋅ I = ( )1

0
2 2

Pn
ii

P rd−

=
− ∑ I 。 

充分性：因为 ( ){ }, 0 1i i i P≤ ≤ −A B 是 Hadamard 互

补矩阵偶族，所以 
1 T
0

P
i ii

−

=
=∑ AB ( )1

0
2 2

Pn
ii

P rd−

=
− =∑ I  

( )( )1

0
2 2 ,

Pn
i ii

P d f g−

=
− ∑ I 。 

即 

( )
( )

( )( )

( )1 2 1

0 0

1

0

1

2 2 , ( )

n i if x g x yP

i x

Pn
i ii

P d f g yδ

+ ⊕− −

= =

−

=

−

= −

∑ ∑
∑        (9) 
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对上式两端作 Walsh-Hadamard 变换有 

左边= ( ) ( )
( ) ( )

2 1 1 2 1

0 0 0
1 1

n n i if x g x yu y P

y i x

+ ⊕⋅− − −

= = =
− −∑ ∑ ∑  

    = ( )
( )

( )
( ) ( )1 2 1 2 1

0 0 0
1 1

n ni if x u x g x y u x y
P

i x y

+ ⋅ ⊕ + ⋅ ⊕
− − −

= = =
− −∑ ∑ ∑   

  = 1

0
( ( ) ( ))p

i ii
F u G u−

=∑                      (10) 

右边= ( ) ( )( ) ( )2 1 1

0 0
1 2 2 ,

n Pu y n
i iy i

P d f g yδ− −⋅
= =

− −∑ ∑  

    = ( )1

0
2 2 ,

Pn
i ii

P d f g
−

=
− ∑                   (11) 

所以
1

0
( ( ) ( ))p

i ii
F u G u−

=∑ = ( )1

0
2 2 ,Pn

i ii
P d f g−

=
− ∑ ，即 {( ( ),if x  

}( )) 0 1ig x i P≤ ≤ − 为 Bent 互补 n 元函数偶族。     证毕 

5  Bent 互补函数偶族的构造 

除了用性质(1)− 性质(6)由已知 Bent 互补函数偶族构

造新的 Bent 互补函数偶族外， 本节给出另外一种 Bent 互

补函数偶族的构造方法。 

定理 2  若 { }( ( ), ( )) 0 1i if x g x i P≤ ≤ − 是一个 Bent 互

补 n 元函数偶族，其中 P=2r， ( )[ ],j iH = 是Q P× 阶列正

交(1，-1)二元阵列，设
1

0

1 ( , )
( ) ( )

2

P

j i
i

h j i
s z f z

−

=

⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⊗ ∏ ⊕⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
，

( )jt z
1

0

1 ( , )
( )

2

P

i
i

h j i g z
−

=

⎛ ⎞⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⊗ ∏ ⊕⎟⎜ ⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠
， 0,1, , 1i P= − ， 0,j =  

1, , 1Q − ，那么 {( ( ),js z  ( )) 0jt z ≤ }1j Q≤ − 是一个 Bent

互补 n+r 元函数偶族。 

证明   设 ( )0 1, , nx x x −= { }0,1
n

∈ ， ( )0 1, , ri i i −=  

{ }0,1
r

∈ ，并且 ( )0 1, , n rz z z + −= { }0,1
n r+

∈ ，z 的分量是由

x 和 i 的分量任意排列而成， ( )0 1, , n rv v v + −= { }0,1
n r+

∈ ，

{ }0,1 n'v ∈ ， { }0,1 r''v ∈ ， 'v 和 ''v 是以 x 和 i 合成 z 相同的

方法合成 v， ( )( 1) ( )js z
jS v− ↔ ，

( )( 1) jt z− ↔ ( )jT v ， 0, ,j =  

1Q − , ( )( 1) ( )if x '
iF v− ↔ ， ( )( 1) ( )ig x '

iG v− ↔ ， 0, , 1i P= − ，

则 

{ }

( )

( ) ( )

( )

0,1

1 ( , )
( )2 1 2 1 2

0 0

2 1

0

( ) ( 1)

1

1 , ( )

j

n r

'' 'r n i

''r

v z s z
j

z

h j i
v i v x f x

i x

v i
'

ii

S v

h j i F v

+

⋅ +

∈

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
= =

−

=

= −

= −

= −

∑

∑ ∑

∑    (12) 

{ }

( )

( ) ( )

( )

0,1

1 ( , )
( )2 1 2 1 2

0 0

2 1

0

( ) ( 1)

1

1 , ( )

j

n r

'' 'r n i

''r

vz t z
j

z

h j i
v i v x g x

i x

v i
'

ii

T v

h j i G v

+

+

∈

⎛ ⎞− ⎟⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟− − ⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
= =

−

=

= −

= −

= −

∑

∑ ∑

∑  (13) 

 

 

进而有 
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1 2 1 ( )
0 , 0

2 1 1( )
, 0 0

( )

1 , , ( )

1 ( ) , ,

r ''

r ''

Q
j jj

Q v k l ' '
k lj k l

Qv k l ' '
k lk l j

S v T v

h j k h j l F v G v

F v G v h j k h j l

−

=

− − +
= =

− −+
= =

= −

= −

∑
∑ ∑
∑ ∑  (14) 

因为 ( )[ ],h j i=H 是Q P× 阶列正交(1，−1)二元阵列，并且

{ }( ( ), ( )) 0 1i if x g x i P≤ ≤ − 是一个Bent互补n元函数偶族，

所以有 

( ) ( )1 1 2 1

0 0 0

1

0

( ) 2 2 ,

2 2 ( , )

rQ Qn r
j j k kj j k

Qn r
j jj

S v T v Q d f g

Q d s t

− − −+
= = =

−+
=

= −

= −

∑ ∑ ∑
∑  (15) 

故 {( ( ), ( )) 0j js z t z }1j Q≤ ≤ − 是一个Bent互补n+r元函数

偶族。                                         证毕 

从上面的定理可以得出，通过应用一个正交阵列和一个

低维Bent互补函数偶族便能够构造出维数更高的Bent互补

函数偶族。 

6  结束语 

本文研究了Bent互补函数偶族的性质和一些构造方法。

特别是本文给出了 Bent 互补函数偶族与 Hadamard 矩阵偶

族的等价关系，这样可以将对 Hadamard 矩阵偶族的研究统

一为对 Bent 互补函数偶族的研究。例如本文提出的有关

Bent 互补函数偶族的构造方法可以视为 Hadamard 矩阵偶

族的构造方法。 
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