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量子免疫克隆多目标优化算法 
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摘  要：该文基于免疫系统的免疫优势概念和抗体克隆选择学说，采用量子位编码，提出了一种量子免疫克隆多目

标优化算法，并对算法进行了理论分析；与 RWGA、SPEA 和 MISA 等算法的比较表明，该算法对低维多目标优

化问题更有效。 
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Quantum-Inspired Immune Clonal Multiobjective Optimization Algorithm 

Li Yang-yang    Jiao Li-cheng  
(Institute of Intelligent Information Processing, Xidian University, Xi’an 710071, China) 

Abstract: Based on the concept of immunodominance, antibody clonal selection theory and quantum bit strategy, 
a Quantum-inspired Immune Clonal Multiobjective Optimization Algorithm (QICMOA) is proposed. The 
QICMOA is compared with RWGA, SPEA and MISA in solving low-dimensional problems. The statistical results 
show that QICMOA has a good performance in converging to true Pareto-optimal fronts with a good distribution.  
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1  引言  

自上世纪 80 年代开始进化算法逐步发展成为有效解决

多目标优化问题的重要技术。早在 1967 年，Rosenberg 在其

博士学位论文中曾提到可用遗传算法来求解多目标的优化

问题[1]，但直到 1985 年才出现基于向量评估的 VEGA 算 
法[2]，这是第一个多目标进化算法，但 VEGA 算法本质上仍

然是加权和方法。真正引起足够重视的是 1990 年后，相继

提出了不同的多目标演化算法，例如，1992 年，Hajela 和

Lin 提出了 HLGA 算法[3]，1993 年，Fonseca 和 Fleming 提

出了 FFGA 算法[4]，1994 年，Srinivas 和 Deb 提出了 NSGA
算法[5]，同年 Horn 和 Nafpliotis 也提出了 NPGA 算法[6]。

1999 年，Zitzler 和 Thiele 提出了 SPEA 算法[7]。与此同时，

Carlos A.C.等人也对仿生算法在多目标优化上的应用寄予

厚望，提出了自己的多目标进化算法[8]，并且首开先河，将

人工免疫系统算法应用于多目标优化[9]，提出了多目标免疫

系统算法(Multiobjective Immune System Algorithm, MISA)。 

本文结合免疫系统的免疫优势概念和抗体克隆选择学

说，提出了量子免疫克隆多目标优化算法(Quantum-inspired 

Immune Clonal Multiobjective Optimization Algorithm, 

QICMOA)，算法中采用量子位对优势种群抗体进行编码，

并针对这种编码方式，设计了量子重组算子和量子非门更新
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资助课题 

算子，对拥挤密度较小的优势抗体，即拥挤距离较大者，进

行克隆、重组和更新。算法只对优势抗体进行演化，而采用

拥挤距离作为该优势抗体的亲合度，这里的拥挤距离采用文

献[10]给出的描述形式。理论分析和数值仿真表明，QICMOA

算法能够很好地解决多目标优化问题，具有较强的全局搜索

能力。 

2  数学描述 

定义 1  一个多目标优化问题包含一个n个参数(决策变

量)的集合、一个包含 p 个目标的集合和一个有 m 个约束条

件的集合。其中目标函数和约束条件是决策变量的函数。多

目标优化问题的数学模型可以描述为 

1 2max   ( ) ( ( ), ( ), , ( ))

s.t.    ( )  ( ) 0,         1,2, ,
p

i

y F f f f
 

e g i m

⎫= = ⎪⎪⎪⎬⎪= ≤ = ⎪⎪⎭

x x x x

x x
    (1) 

其中 1 2( , , , )nx x x X= ∈x 是变量向量， 1 2( , , ,y y=y  

)ny Y∈ 为目标向量，X 和 Y 分别表示决策空间和目标空间。

约束条件 ( )e x 确定了可行解集，那么我们用 S 来表示决策空

间的可行区域，如下所示： 
{ | ( ) 0,  1,2, , }iS X g i m= ∈ ≤ =x x        (2) 

3  量子免疫克隆多目标函数优化算法 

3.1 问题表示 
(1)量子编码  在本文算法中，使用一种基于量子位的编

码方式[11]，一个具有 m 个量子位的抗体可以描述如下： 
1 2

1 2

...

...
m

m

α α α

β β β
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

               (3) 
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其中
2 2 1,  1,2, ,i i i mα β+ = = 。

2
iα 表示第 i 个基因位

取值为 0 的概率，
2

iβ 表示第 i 个基因位取值为 1 的概率。 

(2)抗体  一个抗体，a，表示待优化函数的一个候选解，

它的亲合度函数值即适应性的度量等于该个体按每个目标

排序后其前后相邻两点间的平均距离
[10]

，即为拥挤距离。 

(3)免疫优势  对最大化问题，称抗体 ia 在抗体种群

A = 1 2{ , , , }na a a 中具有免疫优势当且仅当以下条件成立： 

在抗体种群 A 中不存在其它抗体 ( 1,2, ,ja j n j= ∧  

)i≠ ，使得 
1 1

1 1

( {1,2, , } ( ( )) ( ( )))

      ( {1,2, , } ( ( )) ( ( )))

k j k i

l j l i

k p f e a f e a

l p f e a f e a

− −

− −

∀ ∈ ≥ ∧

∃ ∈ >      (4) 

从上式可以看出，具有免疫优势的抗体即为当前抗体种

群中的有效解或非劣最优解。 

3.2 量子免疫克隆算子设计 

设 tD 为免疫优势种群， tA 为优势克隆种群， tC 为克隆

后的种群，其前缀 Q 表示采用量子位编码，无前缀的为普通

编码。 

克隆操作 CT ：本文算法中只对优势种群中拥挤密度较

小者，即存放在 tA 中，采用克隆操作用于 tA 上，生成克隆

后的种群 tC ，定义如下： 

1 2( ) { ( ), ( ), , ( )}
t

C C C C
t AT A T a T a T a=       (5) 

其中 ( ) ,  1,2, ,C
i i i tT a a i A= × =I ， iI 为元素值为 1 的 iq

维行向量。 iq 为抗体 ia 的克隆后的规模，即抗体在抗原的刺

激下，实现了生物倍增，本文设定为 

distance

distance
1

* ,  1,2, ,Ci tNA

i

i
q N i A

i
=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥∑⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥

       (6) 

CN 是与克隆后的规模有关的设定值且满足 C AN N> ，

且 A tN A= ， distancei 为拥挤距离，两个边界点的拥挤距离

定义为除这两点外的其余优势抗体的最大拥挤距离的 2 倍。

由此可见，对单一抗体而言，其克隆规模是依据拥挤距离来

自适应的调整，也就是拥挤距离越大者，克隆规模就越大，

被搜索的机会越多。克隆过后，种群变为 

{ } { } { }{ }1 2 1 2 1 21 2
1 1 1 2 2 2, , , , , , , , , , , , t

t t t

qq q A
t A A AC c c c c c c c c c= (7) 

其中 j
i ic a= ， 1,2, , ij q= 。 

量子重组算子 RT ：本文算法采用量子位对优势种群中

的抗体进行编码，提出了针对该编码形式的量子重组算子
RT ，定义如下： 

1 2{ ( , ), ( , ), , ( , )}
C

' R ' R ' R '
t t t N tQC T qc A T qc A T qc A=    (8) 

其中 ( , )R '
i tT qc A 表示经优势父代种群 tA 反推一个量子编码

抗体，并经过量子混沌更新操作产生新抗体。混沌是非线性

系统的本质特性，具有随机性，遍历性及规律性等一系列特

殊性质。量子位在演化过程中也呈现出混沌现象[12]，将一个

简单的典型的Logistic映射[13]下的混沌序列用于量子抗体的

搜索中，下面给出用于量子位编码的混沌更新操作： 

'
(1 ) (1 ) Logistic( ),  rand 0.5,

(1 ) (1 ) Logistic( ),  rand 0.5, 

       ( 1,2, , , 1,2, , )                             (9)

i ij
i

i i

t i

b a b a v j
qc

b a b a v j

i A j q

⎧ × + − × − + × >⎪⎪⎪=⎨⎪ × + − × − − × ≤⎪⎪⎩
= =

 

其中 i ta A∈ 和 Logistic( )j 分别为免疫优势抗体和 Logistic映

射的第 j 个序列值，那么经更新过后的量子位编码为 '
j
iqc ，

这一操作相当于在较好的免疫优势抗体周围进行混沌搜索，

其中 b 为优势抗体的影响因子，设置 b 的范围为 [0.1,0.4]，v

为混沌收缩因子，设置 v 的取值范围为 [0.1,0.3]。 

量子非门更新操作：对于经上述量子重组算子的抗体，

以变异概率 mp 随机选择一位或若干位，将其概率幅实施如

下操作，设Q 为概率幅： 
21Q Q= −                 (10) 

量子非门更新操作实现了量子位概率幅的对换，使得原

来取状态 1 的概率变为取状态 0 的概率，或者相反。 

3.3 算法描述 

量子免疫克隆多目标优化算法的整体流程见算法1。 

算法1  量子免疫克隆多目标优化算法  设有3个种群

分别是免疫优势种群 tD 、优势克隆种群 tA 和克隆后的种群

tC ，其大小分别为 DN 、 AN 和 CN 。 

步骤1  t=0，初始化大小为 DN 的种群 0B ，设定参数； 

步骤2  计算 tB 种群的目标函数值； 

步骤3  根据式(5)获得免疫优势种群 tD ，如果 tD >  

DN ，那么根据拥挤距离进行降序排列，从中选择出前 DN 个

抗体，构成免疫优势种群 +1tD 。 

步骤4  如果停止准则满足，输出 +1tD ，停止；否则t=t 

+1； 

步骤5  从 tD 中获得优势克隆种群 tA ：如果 t AD N≤ ，

直接令 t tD A= ；否则根据拥挤距离进行降序排列，从中选

择前 AN 个抗体，构成优势克隆种群 tA ； 

步骤6  克隆操作种群 tA ，生成种群 tC ； 

步骤7  量子重组和量子非门更新操作，生成种群 tQC ' ；

观测量子编码种群 tQC ' ，生成 tC ' ； 

步骤8  合并两个抗体群 tD 和 tC ' 生成 +1tB ，转步骤2。 

在此算法中需要指出的是，初始化时产生n1个m1对的

[0,1]的随机数作为初始量子种群(n1为抗体种群规模，m1为

单个抗体的长度)；采用如下观测方式将一个量子抗体生成一

个二进制编码的普通抗体，设 ( )Q t 为第t代的量子种群， ( )P t

为二进制种群，在第t代中 ( )P t = 1 2 1{ , , , }t t t
nx x x ，每个二进

制解 t
jx (j=1,2, ,n1)是长度为m1的二进制串，它是以

2t
iα

或 
2t

iβ (i=1,2, ,m1)为概率选择得到的，具体操作如下：

产生一个[0,1]的随机数，若它大于
2t

iα ，普通抗体的相应位

取值1，否则取值0。 

4  算法的复杂度分析 

设免疫优势抗体群规模为 DN 、优势克隆抗体群规模为

AN 、克隆规模 CN 以及编码长度为 l，则算法每迭代一次的
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时间复杂性可按以下计算： 

观测算子的时间复杂度为 ( )CO N l× ；构造免疫优势抗

体群的时间复杂度为 2(( ) )D CO N N+ ；更新免疫优势抗体群

的时间复杂度最差为 (( )log( ))D C D CO N N N N+ + ；构造优

势克隆抗体群的时间复杂度最差为 ( log( ))D DO N N ；克隆操

作的时间复杂度为 ( )CO N l× ；重组更新操作的时间复杂度

为 ( )CO N l× 。 

因此总的时间复杂度最差为 
2( ) (( ) ) (( )log( ))

   ( log( )) ( ) ( )
C D C D C D C

D D C C

O N l O N N O N N N N

O N N O N l O N l

× + + + + +

+ + × + ×
 

根据符号 O 的运算规则并化简，多目标优化算法每迭代

一次的时间复杂度最差为 
2(( ) )D CO N N+  

5  仿真实验比较研究 

5.1 参数设置 

为了说明算法的优越性，将其与其它 3 种多目标算法进

行比较，分别是随机权重和遗传算法(RWGA)[14]、Pareto 强

度进化算法(SPEA)[7]以及多目标免疫系统算法(MISA)[9]。参

数设置如下： 

对 QICMOA 算法，设定最大迭代次数 maxG ＝150，免

疫优势抗体群规模 100DN = 、优势克隆抗体群规模 AN =  

20、克隆规模 100CN = 、变异概率为 2/l，编码长度 l=8

×n，n 为变量个数。在设定上述参数后，得到相应测试结果

所要评价的函数次数 fiteval 18020= 。 

对 RWGA 算法，设定最大迭代次数 150，种群规模 300，

优秀种群规模 10，交叉概率 0.9，变异概率 0.6，编码长度 l=8

×n，n 为变量个数。在设定上述参数后，得到相应测试结果

所要评价的函数次数 fiteval 45600= 。 

对于 SPEA 算法，设定最大迭代次数 150，种群规模为

200，优秀种群规模 100，交叉概率 0.9，变异概率 0.6，编码

长度 l=8×n，n 为变量个数。在设定上述参数后，得到相应

测试结果所要评价函数次数 fiteval 45500= 。 

对所有算法只选择最终得到的非支配解进行结果统计，

每个算法针对每个问题独立运行 30 次。QICMOA 算法与

MISA 算法的比较直接采用文献[9]中的比较方式，只与其已 

有的测试结果进行比较。按照文献[9]的描述，MISA 算法得 

到其测试结果需要评价函数的次数为 fiteval 138000= ，远

远大于上述 3 种算法。目前，多目标进化算法还没有统一的

性能评价准则，因此本文采用两种评价标准—— ς 测度

(coverage of two sets)和 S 测度(Spacing)。 

5.2 实验结果比较 

测试实例 1  第 1 个测试函数描述如下： 

1 2

1

2
2

min ( , ) ( ( ), ( ))

,       1

2 ,  1 3
( )

4 ,    3 4

4 ,  4

( ) ( 5)

s.t. 5 10

F x y f x f x

x x

x x
f x

x x

x x

f x x

x

⎫= ⎪⎪⎪⎪⎪⎧− ≤⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪− + < <⎪ ⎪⎪⎪ ⎪= ⎨ ⎪⎪⎪ − < ≤ ⎬⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪− + > ⎪⎪ ⎪⎪⎩ ⎪⎪⎪= − ⎪⎪⎪⎪− ≤ ≤ ⎪⎪⎭

         (11) 

在这个问题中，理想最优解集分布在两个区间 {[1,2]x ∈  

[4,5]}∪ 并且 Pareto 前沿面也是非连续的。图 1 为 Pareto 前

沿面及 QICMOA 一次执行得到的最优解在两目标空间的分

布情况。 

 

图 1 问题(1)Pareto 前沿面及 QICMOA 得到的最优解的分布情况 

由表 1 中指标 1 可以看出，QICMOA 得到的最优解集

的质量要好于 RWGA 和 SPEA 得到的解。除了表 2 中指标

2 的最小值 QICMOA 要比 MISA 差之外，无论是平均值还

是最大值，前者都要远远好于后者。RWGA 在 4 种算法中

效果最不理想。从图 1 可以看出，QICMOA 能很好的收敛

到 Pareto 前沿面上，表 1、表 2 中可以得出：从解的数量和

分布情况看，QICMOA 要好于其它 3 种算法。 

表 1 性能评价指标 ς 测度的测试结果 

指标 1 ς  Q S( , )ς X X  S Q( , )ς X X  Q R( , )ς X X  R Q( , )ς X X  S R( , )ς X X  R S( , )ς X X  

Min 0.568179 0.380111 0.589112 0.250033 0.570056 0.229901 

Mean 0.727513 0.466007 0.722800 0.299011 0.609112 0.347701 

Max 0.871431 0.550006 0.840799 0.367911 0.670331 0.475641 
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测试实例 2  第 2 个测试函数描述如下： 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 3

22

1

2 2

2

2 2

3

min ( , ) , , , , ,

12
, 3

2 13
3 2

, 17
36 8
2 1 2

, 13
175 17

s.t.  4 , 4

F x y f x y f x y f x y

yx
f x y

x y x y
f x y

x y y x
f x y

x y

⎫⎪= ⎪⎪⎪⎪+− ⎪⎪= + + ⎪⎪⎪⎪⎪+ − − + + ⎪⎪= + − ⎬⎪⎪⎪⎪+ − − ⎪⎪= + − ⎪⎪⎪⎪⎪− ≤ ≤ ⎪⎪⎪⎭

    (12) 

该问题是 2 维 3 目标问题，图 2 为理想 Pareto 前沿面及

QICMOA一次执行得到的最优解在两目标空间的分布情况。 

对于该 3 目标问题，无论从各方面评价，QICMOA 算

法都具有明显的优势。具体的，从图 2 直观上反应了

QICMOA 算法求得解的分布理想；表 3 中比较指标 1 发现，

Q S( , )ς X X 和 Q R( , )ς X X 要明显大于 S Q( , )ς X X 和 R( ,ς X  
Q)X ，这说明 QICMOA 算法找到的最优解在很大程度上支

配着其它两种算法找到的最优解。而表 4 中指标 2 的比较结

果也说明了 QICMOA 算法解的分布最为均匀。 

 

图 2 问题(2)Pareto 前沿面及 QICMOA 得到的最优解的分布情况 

测试实例 3  第 3 个测试函数描述如下 

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )( )

2 2
1

1 2

1
0.2

1
1

0.8 3
2

1

min ( ) ,

10

5 sin

s.t. 5 5,  1,2,3,  3

i i
n
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该问题是一个 3 维 2 个目标的最小化问题，其 Pareto

最优前沿面是不连续的，图 3 为理想 Pareto 前沿面及

QICMOA一次执行得到的最优解在两目标空间的分布情况。 

 

图 3 问题(3)Pareto 前沿面及 QICMOA 得到的最优解的分布情况 

对于该 3 变量的最小化问题，QICMOA 算法具有更加

明显的优势。从表 5 中得到 Q S( , )ς X X 和 Q R( , )ς X X 要远大

于 S Q( , )ς X X 和 R Q( , )ς X X ，证明 QICMOA 算法找到的最

优解支配着其它两种算法找到的最优解。表 6 中指标 2 的比

较结果也说明了 QICMOA 算法解的分布最为均匀。另外，

注意到在目标空间 2 0f = 孤立的最优点，在 30 次运行中，

SPEA 算法和 RWGA 算法无法找到该点，而 QICMOA 算法

全都能较好的找到该点，这充分说明了 QICMOA 算法较强

的全局搜索能力。 

6  结束语 

本文结合人工免疫系统和量子位编码，提出了量子免疫

克隆多目标优化算法，根据多目标优化问题的特性，设计了 

表 2 性能评价指标 Spacing 的测试结果 

算法 QICMOA MISA SPEA RWGA 

Min 0.045777 0.008853 0.043400 0.065671 

Mean 0.057891 0.107427 0.051789 0.127089 

Max 0.08646 0.209062 0.063077 0.234223 

指标 2 

S 

Std 0.008034 0.054843 0.004557 0.039678 

表 3 性能评价指标 ς 测度的测试结果 

指标 1 ς  Q S( , )ς X X  S Q( , )ς X X  Q R( , )ς X X  R Q( , )ς X X  S R( , )ς X X  R S( , )ς X X  

Min 0.249998 0.000000 0.185333 0.000000 0.073996 0.049991 

Mean 0.430012 0.036998 0.399991 0.037999 0.161555 0.163351 

Max 0.700015 0.080001 0.555671 0.070022 0.296300 0.474991 
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表 4 性能评价指标 Spacing 的测试结果 

算法 QICMOA SPEA RWGA 

Min 0.013400 0.029986 0.033272 

Mean 0.033000 0.076555 0.127399 

Max 0.055487 0.274799 0.248446 

指标 2 

S 

Std 0.011701 0.055300 0.046579 

 

表 6 性能评价指标 Spacing 的测试结果 

算法 QICMOA SPEA RWGA 

Min 0.096077 0.300000 0.400000 

Mean 0.134666 0.500001 0.800000 

Max 0.205111 0.778891 1.478011 

指标 2 

S 

Std 0.021059 0.117811 0.345711 

 

表 5 性能评价指标 ς 测度的测试结果 

指标 1 ς  Q S( , )ς X X  S Q( , )ς X X  Q R( , )ς X X  R Q( , )ς X X  S R( , )ς X X  R S( , )ς X X  

Min 0.333285 0.000000 0.583329 0.000000 0.166655 0.000000 

Mean 0.788798 0.015999 0.905558 0.004239 0.441777 0.099999 

Max 1.000000 0.059998 1.000000 0.029887 0.749998 0.288227 

 

克隆操作、量子重组算子、量子非门更新算子和采用拥挤距

离来保持种群的多样性和加速搜索。经理论分析，本文算法 

的复杂度为 2(( ) )D CO N N+ 。通过 3 个多目标函数优化问题

来测试本文算法，仿真结果表明：本文算法能够很好地解决

多目标优化问题，具有较强的全局搜索能力。 
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