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信号源功率不一致对 MUSIC 算法分辨性能的影响 
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摘  要：该文首先定义了用以度量 MUSIC 算法分辨性能的平均信噪比分辨门限，并给出它的表达式。然后通过数

据模拟得知，功率不一致会降低 MUSIC 算法的分辨能力；在一定条件下，功率不一致对 MUSIC 算法分辨性能的

相对影响与其他参量无关。该文还讨论了功率不一致对阵元数、快拍数和两信号源方位参数绝对差的影响。 
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Abstract: This paper defines the mean SNR’s resolving threshold which can measure the resolving performance of 
MUSIC algorithm, and deduces the expression of the resolving threshold. The data simulation show that the power 
difference of the two signal sources can reduce the resolving ability of MUSIC algorithm, that the relative effect of 
the power difference on the resolving performance of MUSIC algorithm has nothing with other parameters under 
certain condition. This paper also discusses the effect of the power difference on the number of array element, the 
number of snap shot and the absolute subtract of the two signal sources’ orientation parameter. 
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1  引言  

MUSIC 算法是阵列信号处理中特征结构算法之一，是

一种高分辨性能的参数估计方法。一个算法的分辨性能是指

当两个信号源的方向靠得很近时，该算法将这两个信号源方

向分辨出来的能力。算法的分辨性能一般与信噪比有关，此

处的信噪比是指信号的功率与噪声的方差之比。在两信号源

不相关的情况下，当两信号源功率一致时，文献[1]定义了

MUSIC 算法和最小模算法的信噪比分辨门限，用以度量这

两种算法的分辨性能，文献[2]给出了各种特征结构算法的信

噪比分辨门限的近似表达式。对于两信号源功率不一致情

形，文献[1]虽有提及，但未深入讨论。当两信号源功率不一

致时，本文类似文献[1]定义了 MUSIC 算法分辨性能的度量

——平均信噪比分辨门限，并给出了精确程度很高的分辨门

限表达式。通过数据模拟定量讨论了信号源功率不一致对

MUSIC 算法分辨性能的影响。 

2 MUSIC 算法分辨性能的度量 

2.1 .MUSIC 算法的零谱估计的均值 

考虑L 元均匀间距线性阵列只接收2个信号源的观测模

                                                        
 2006-11-02 收到，2007-03-14 改回 

型 [3]  
( ) ( ) ( )t t t= +y As n              (1) 

其中 ( )ty 为L 维观测数据， 1 2( ( ), ( ))θ θ=A a a 为 2L× 矩阵，

1 2,θ θ 为两信号源的方位参数，向量 ( ) (1, , ,ij
i e θθ =a  

( 1) T)ij Le θ− ( 1,2i = )， T
1 2( ) ( ( ), ( ))t s t s t=s 为 2 维信号向量，

( )tn 为L 维测量噪声，。 

设测量噪声与信号不相关，且相对于各个阵元独立同分

布，协方差阵为 2σ I ，则 ( )ty 的协方差阵和样本协方差阵分

别为 
H H 2{ ( ) ( )} SE t t σ= = +R y y AR A I      (2) 

1
H

0

1 ( ) ( )
N

n n
n

t t
N

−

=
= ∑R y y                   (3) 

其中 H{ ( ) ( )}S E t t=R s s 为信号协方差阵，N 为快拍数。分

别对R 和R 作特征值分解，并记R 的特征值和相应的特征

向量为 ,k kλ e 且 1 2 0Lλ λ λ≥ ≥ ≥ ≥ ，记R 的特征值和相

应的特征向量为 , kkλ e 且 1 2 0Lλ λ λ≥ ≥ ≥ ≥ ( 1,2,k =  

, )L 。 

令 3( , , )n L=E e e ，则 MUSIC 算法的零谱的估计表达

式为 
HH( ) ( ) ( )n nD θ θ θ= a E E a           (4) 
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当 1N 时，零谱估计的均值 ( ) { ( )}D E Dθ θ= 的近似表达

式为 [2,4]  

( )
( )

2 2 2H H
1 2 1 2

2 2 2H H
1 1 2 2

( ) 1 ( ) ( ) ( )

( 2)
         ( ) ( )

D L
N

L
N

σθ γ γ θ θ

σ γ θ γ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

−+ +

a e a e

a e a e   (5) 

近似程度达到 (1/ )o N 。式中 ( 1) T( ) (1, , , )j j Le eθ θθ −=a ，且 
2 2/( ) ,  1,2k k k kγ λ λ σ= − =            (6) 

2.2 平均信噪比分辨门限的定义 

由于两信号源功率不一致，导致他们的信噪比也不一

致，因而不能像文献[1]那样定义信噪比分辨门限，但可用类

似方法定义平均信噪比分辨门限。 
定义 1  设有两个信号，其到达方向的方位参数分别为

1θ 和 2θ ( 2 1θ θ− 很小)，其功率分别为 1 和 r ( 0r > )，定义

两信号的平均信噪比为 2(1 )/(2 )rξ σ= + ，则满足下式 

1 2 1 2( ) ( )
2 2

D D
D

θ θ θ θ⎛ ⎞+ +⎟⎜ ≥⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠           (7) 

的最小的 ξ 称为 MUSIC 算法的平均信噪比分辨门限，记为

Tξ 。 

显然， Tξ 越小，MUSIC 算法将两信号源分辨出来所需

的最小信噪比就越小，从而 MUSIC 算法的分辨性能就越强，

这说明平均信噪比分辨门限 Tξ 可以作为MUSIC算法分辨性

能的度量。 

2.3 平均信噪比分辨门限的表达式 

设阵列只接收到两个方位参数分别为 1 2,θ θ 的不相关信

号，它们的功率不一致，即可设信号的协方差阵为 
1 0

0S r

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
R                 (8) 

式中 0r > 。于是式(2)右边的第 1 项 
H H H

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )S rθ θ θ θ= +AR A a a a a     (9) 

由于 1 2θ θ≠ ，所以L 阶方阵 H
SAR A 只有两个特征值非零。

记 H
SAR A 的非零特征值为 1,μ 2μ ，相应的特征向量为

1 2,e e ，并记 ( )i iθ=a a ( 1,2i = )，则有 
2 2
1

1,2

(1 ) 1 1 4 (1 )/(1 )

2

L r r rρ
μ

⎡ ⎤+ ± − − +⎢ ⎥⎣ ⎦=     (10) 

1,2 1 1 1,2 2 1,2[ ( ) ]/jL e L cϕρ μ= + −e a a         (11) 

其中 

1 2 1 2 1
1sin ( ) sin ( )

2 2
L Lρ θ θ θ θ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

         (12) 

   2 1[( 1)/2]( )Lϕ θ θ= − −                   (13)                   
2 2 2 2
1,2 1,2 1,2 1( ) (2 )c u L L L Lμ ρ= − + −           (14) 

记 1 2
1 ( )
2mθ θ θ= + ， ( )m mθ=a a ，经计算可得 

2H 2 2 2 2
1 1/ ,  1,2i i iL c iμ ρ= =a e                (15) 

2H 2 2 2 2
2 ( ) /( ),  1,2i i i iL r c iμ μ= − =a e         (16) 

2H 2 2 2 2
2 1[ ( )] / , 1,2m i i iL L L c iρ ρ μ= + − =a e      (17) 

其中 

2 2 1 2 1
1sin ( ) sin ( )

4 4
L Lρ θ θ θ θ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

   (18) 

在定义1中，令 1 1 1 1 22 ( ) ( ) ( )mD D Dθ θ θ= + ，并由式(5)，

式(6)和式(10)~ 式(18)，可得 MUSIC 算法的平均信噪比分

辨门限表达式： 

( ) ( )21 1 2 2 1 1 2 2 0 1 2 0(1 ) 8 ( ) (8 )T r d d d d d d d dξ μ μ μ μ
⎡ ⎤
⎢ ⎥= + + + + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

        

(19a) 

其中
2 2H H

0 1 2m md L= − −a e a e                      (19b) 

( )2 2 2H H H
1 1 1 2 1 12
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a e a e a e
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2
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1
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     2 2

m

m

d L L
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L

μ
⎡= − + − −⎢⎣

⎤+ − ⎥⎦

a e a e a e
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3 功率不一致对 MUSIC 算法分辨性能的影响 

显然，式(8)中的 r 体现了两信号源功率的不一致，但为

了讨论的方便，可令 10 lgrγ = ，这样做的原因之一是 γ 的

单位为分贝(dB)。下面皆以 γ 作为描述信号源功率不一致的

度量。 

3.1 功率不一致对平均信噪比分辨门限的影响 

由式(19)可知， Tξ 除了与 r (即 γ )有关外，还与阵元数

L 、快拍数N 以及两信号方位参数绝对差 1 2θ θ θΔ = − 有

关，因此可记 ( , , , )T T L Nξ ξ γ θ= Δ 。从定义 1 不难理解，

( , , , )T L Nξ γ θΔ 应关于 γ 对称，即 
( , , , ) ( , , , )T TL N L Nξ γ θ ξ γ θΔ = − Δ         (20) 

这一点也可由式(19)理论证明。于是只需讨论 0γ ≥ 的情形。 

由于 , ,L N θΔ 对 Tξ 都有影响，为了便于讨论 γ 对 Tξ 的

影响，固定 30L = ， 1000N = 和 0.03θΔ = 。模拟数据见

表 1。 

由表 1 可见，随着 γ 的增加， Tξ 也增加，而且当 γ 较大

时， Tξ 增加得非常快。这说明当两信号源功率不一致时，

MUSIC 算法的分辨性能会下降，功率差异越大，分辨性能

越差。之所以如此，是因为当信号源功率不一致时，往往比

较容易检测出功率大的那一个，而不太容易检测出功率小的

那一个。当差异很大时，功率小的那一个信号源几乎检测不

出，从而导致分辨性能急速下降。 

3.2 功率不一致对平均信噪比分辨门限的相对影响 

为进一步讨论功率不一致对分辨性能的影响，引入比值

函数： 
( , , , )

( , , , )
(0, , , )

T

T

L Nk L N
L N

ξ γ θγ θ
ξ θ

ΔΔ =
Δ

        (21) 

显然 ( , , , )k L Nγ θΔ 体现了 γ 对门限 Tξ 的相对影响。虽然

( , , , )k L Nγ θΔ 仍然是 , ,L N θΔ 的函数，但由数据模拟发现，
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N 对 ( , , , )k L Nγ θΔ 几乎没有影响，而当 
3 100

0.001 0.1

L

θ

⎫≤ ≤ ⎪⎪⎪⎬⎪≤ Δ ≤ ⎪⎪⎭
              (22) 

时， ,L θΔ 对 ( , , , )k L Nγ θΔ 也几乎没有影响(见表 2)。 
这说明在式(22)的条件下， ( , , , )k L Nγ θΔ 完全反映了信

号源功率不一致对 MUSIC 算法平均信噪比分辨门限的影响

程度，因此可称 ( , , , )k L Nγ θΔ 为功率不一致对 MUSIC 算法

分辨性能的影响函数，并将其记为 ( )k γ 。图 1 通过拟合得到

影响函数 ( )k γ 的变化曲线，它 ( )k γ 是功率不一致对 MUSIC
算法分辨性能的影响曲线。 

 

图 1 ( )k γ 的变化曲线( 0.03 30 1000, L , NθΔ = = = ) 

由图1可见，功率差异越大对平均信噪比分辨门限的影

响程度越高。不难发现，当 10γ ≤ 时， γ 对 Tξ 的影响不太

大；但当 10γ > 时， γ 对 Tξ 的影响非常大。 

由式(21)可得 
( , , , ) ( ) ( , , )T TL N k L Nξ γ θ γ ξ θΔ = Δ        (23) 

其中 ( , , ) (0, , , )T TL N L Nξ θ ξ θΔ = Δ 。即在式(22)的条件下，

( , , , )T L Nξ γ θΔ 对于变量 γ 具有可分离性。 

当 100, 0.1L θ> Δ > 时， ( , , , )k L Nγ θΔ 的值通常会增大，

但这不是表明分辨性能下降，而是说明 γ 对 Tξ 的影响增大。 

4  功率不一致对其他参量的影响 

实际上，阵元数L 、快拍数N 和方位参数差 θΔ 都是影

响 MUSIC 算法分辨性能的重要参量，因此有必要讨论 γ 对 

, ,L N θΔ 的影响。 

4.1 γ 对 θΔ 的影响 

当 ,L N 固定时，考虑以 γ 为自变量、 θΔ 为因变量的隐

函数 
( , , , )T L N cξ γ θΔ =  (c 为某一常数)      (24) 

它反映了 θΔ 随 γ 的变化情况。由于 ( , , , )T L Nξ γ θΔ 是 γ 的增

函数，是 θΔ 的减函数，所以 γ 增加会导致 θΔ 的增加(见表

3 第 2 行)。由于参量 θΔ 直接反映了 MUSIC 算法的分辨率，

所以 θΔ 增加意味着分辨率的降低。 

4.2 γ 对L的影响 

为避免降低分辨率，可以调整阵元数L 。固定式(24)中

的 ,NθΔ ，即得 γ 与L 的函数关系式。由此关系式不难看出，

γ 增加会导致的L 增加(见表 3 第 3 行)。但由于客观条件的

限制，阵元数不能增加太多，特别对于已投入使用的阵列天

线，阵元数是不能改变的。 

4.3 γ 对N 的影响 

若阵元数不能增加，又不能降低分辨率，则只能调整快

拍数N 。固定式(24)中的 ,LθΔ ，即是 γ 与N 的函数关系式。

显然 γ 增加会导致的N 增加(见表 3第 4行)。但当 γ 较大时，

通过增加快拍数来保证分辨率是不现实的。 

综上所述，由 γ 的增加引起的分辨性能的改变，单纯通

过 , ,L N θΔ 中某一个参量来修正是困难的，需要综合考虑。

首先在制造阵列天线时，在条件允许的情况下，尽可能增加

阵元数。阵元数确定后，尽可能增加快拍数。但实际条件往

往不能提供更多的数据，这时只能降低分辨率。 

另外，固定式(24)中的 ,Lγ ，可得 θΔ 与N 的关系式，

由此关系式可得N 随 θΔ 的变化情况(见表 4 第 2 行)；固定

式(24)中的 ,Nγ ，可得 θΔ 与L 的关系式，由此关系式可得

L 随 θΔ 的变化情况(见表 4 第 3 行)。 

可见，当 0.03θΔ < 时， θΔ 的微小变化会引 ,N L 的剧

烈变化，因此当信噪比较小时，通过增加阵元数和快拍数来

提高分辨率是不易实现的。 

表 1 固定 , ,L N θΔ 时 γ 对 Tξ 的影响 

γ  0  2 4 6 8 10 12 15 20 

Tξ  8.936 9.418 10.969 13.922 18.917 27.031 40.014 75.182 227.883 

表 2 , , ,k L Nγ θΔ( ) 的模似数据 

( , , , )k L Nγ θΔ  0γ =  2γ =  4γ =  6γ =  8γ =  10γ =  12γ =  

0.06, 10, 500L NθΔ = = =  1 1.054  1.227  1.558  2.117  3.025  4.478  

0.06, 20, 500L NθΔ = = =  1 1.054  1.228  1.558  2.117  3.025  4.478  

0.03, 20, 500L NθΔ = = =  1 1.054  1.227  1.558  2.117  3.025  4.478  

0.03, 30, 1000L NθΔ = = =  1 1.054  1.227  1.558  2.117  3.025  4.478  
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表 3 γ 对 , ,L NθΔ 的影响 

γ  0 5 10 15 20 

30, 1000, 8.95L N c= = ≈  0.03θΔ =  0.0325θΔ =  0.04θΔ =  0.0526θΔ =  0.0713θΔ =  

0.03, 1000, 8.7N cθΔ = = ≈  30L =  33L =  40L =  52L =  69L =  

0.03, 30, 8.936L cθΔ = = =  1000N =  1421N =  3650N =  14780N =  89280N =  

表 4 θΔ 对 ,N L的影响( =γ 0 ) 

θΔ  0.01  0.02  0.03  0.04  0.05  

30, 8.925L c= ≈  148860N =  5776N =  1000N =  297N =  116N =  

1000, 8.7N c= ≈  89L =  45L =  30L =  22L =  18L =  

 

5 结束语 

本文通过平均信噪比分辨门限讨论了两信号源功率不

一致时对 MUSIC 算法分辨性能的影响。功率差异越大，平

均信噪比分辨门限就越高，对阵元数L 、快拍数N 和方位

参数差 θΔ 影响也越大。 

本文只讨论了两个信号源不相关的情形，对于相关情

形，有待进一步讨论。 
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