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一种改进的空间平滑算法 

董  玫    张守宏    吴向东    张焕颖 
(西安电子科技大学雷达信号处理重点实验室  西安  710071) 

摘  要：空间平滑是一种有效的解相干算法。但是当相干信源相距很近时，传统的空间平滑算法性能明显下降。该

文提出一种改进的空间平滑算法。该算法首先将子阵输出的自相关矩阵进行互相关，然后将前后向互相关矩阵平均

后的协方差矩阵作为修正后的空间平滑矩阵进行空间谱估计。文中给出了该算法的表达式，分析了算法的性能。仿

真结果证明该算法与传统算法及利用子阵协方差算法相比具有更高的分辨能力和更低的信噪比门限。 
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An Improved Spatial Smoothing Technique 

Dong Mei    Zhang Shou-hong    Wu Xiang-dong    Zhang Huan-ying 
(National Key Lab for Radar Signal Processing, Xidian Univ, Xi’an 710071, China) 

Abstract: Spatial smoothing techniques are effective to estimate the directions of coherent arrivals. The 
performance of these techniques deteriorates rapidly as the coherent arrivals become closely spaced. In this 
correspondence, an improved spatial smoothing technique is proposed. The algorithm makes cross-correlation of all 
auto-correlation matrixes of subarray output, and then takes the spatial spectrum estimation to the equivalent 
spatial smoothing matrix after the forward and backward correlation matrixes averaged. The formula for the 
algorithm is derived, and the performance of the algorithm is also analyzed. Simulation results demonstrate that 
the improved algorithm possesses a better resolving ability and a lower SNR threshold than conventional SS 
technique and subarray-covariance SS technique for DOA estimation of coherent signals. 
Key words: DOA estimation; Spatial smoothing (SS); Cross-correlation 

1  引言  

基于特征分解的高分辨 DOA 估计算法无法估计相干信

号源方向。空间平滑算法(Spatial Smoothing Techniques)[1, 2]

由 Evans 等人首先提出，随后 Shan 等人经过不断的改进[3]

成为一种常用的处理相干源的预处理方法。然而这个解相关

过程的代价是牺牲了有效的空间阵列孔径。为了得到更大的

有效阵列孔径，文献[4]提出了双向(前后向)平滑算法，该算

法与单向(前向)空间平滑相比，阵列孔径损失小。以上传统

算法只利用子阵间的自相关信息，当相干源的位置很近时，

这些算法的性能有显著下降。文献[5]提出了利用各子阵间的

互相关矩阵解相干的子阵协方差算法，其修正后的空间平滑

矩阵提高了信噪比，因此可以获得更好的高分辨性能。文 

献[6]提出了平方空间平滑算法，减小平滑后等效的信源协方

差的条件数来提高算法的分辨能力。文献[7]的加权空间平滑

算法通过构造加权矩阵，充分利用子阵输出的互相关信息，

尤其在方位先验知识已知的情况下，可以获得较高的分辨能

力。本文提出的算法是通过对子阵输出的自相关矩阵进行互

相关，然后将前后向互相关矩阵平均后的协方差矩阵作为修
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正后的空间平滑矩阵。该算法实际上是一种加权的空间平滑

算法，但是不需要构造加权矩阵，能充分利用接收数据，增

强等效空间平滑矩阵中信号成分，降低噪声的影响，以提高

分辨能力。 

本文第 2 节首先介绍了窄带阵列信号的数学模型，简要

描述了传统的空间平滑算法和子阵协方差算法。第 3 节提出

了改进空间平滑算法，分析比较 3 种算法的性能。第 4 节通

过计算机仿真证明了算法的性能改善情况。 

2   空间平滑算法 

2.1  窄带阵列信号数学模型 

 对于M 元均匀线阵(ULA)，阵元间距为d ，且假设均

为各项同性阵元。阵列远场中在以线阵轴线的法线为参考的

nθ ( )1,2, ,n N= 处有N 个窄带点源以平面波入射(波长为

λ )。阵列接收的快拍数据为： 
 ( ) ( ) ( ) ( )t t tθ= +X A S N            (1) 

式中 ( )tX 为 1M × 快拍数据矢量。 ( )tN 为 1M × 阵列噪声矢

量，阵列噪声假定为空时独立的高斯白噪声，均值为 0，方

差为 2σ 。 ( )tS 为信号矢量，θ 为信源方位矢量， ( )θA 为阵

列的流型矩阵， 1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Nθ θ θ θ=A a a a ，其中 ( )nθ =a  
( 1) T[1, , , ] ,n nj j Me eβ β− − − 1, ,n N= ，为第n 个信源的导向矢
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量，信源波数 nβ 为： 
2 sin( )n ndπβ θ
λ

=                 (2) 

阵列的协方差矩阵R 定义为： 
H H 2[ ( ) ( )] sE t t σ= = +R X X ARA I         (3) 

其中 H[ ( ) ( )]s E t t=R S S 为信源的协方差矩阵。 I 为单位阵。

H 代表 Hermitian 转置。 

2.2 传统的空间平滑算法和子阵协方差算法 

信源协方差矩阵的非奇异性是基于特征分解方法成功

应用的关键。空间平滑算法在信源相干的情况下可以通过对

数据进行预处理而达到此目的。它利用均匀线阵(ULA)的平

移不变性，将阵列划分为相互重叠的L ( 1L N≥ + )个子阵，

每个子阵中阵元数为P ( 1P N≥ + )，容易得到阵元总数与

子阵间的关系 1M L P= + − 。传统的空间平滑矩阵可以表

示为一个P P× 的协方差矩阵如式(4)： 
1 1 H H 2( ) ,  1,2, ,ii i i

P P s P i Lσ− −= + =R A D R D A I    (4) 

其中 PA 是参考子阵(通常是最左边子阵) P N× 的阵列流

型。 
1 2diag[ , , , ]Nj j je e eβ β β− − −=D            (5) 

D 是一个N N× 的对角阵。注意到当子阵重叠时，噪

声将不再是独立的。在这种情况下可以先减去估计的噪声协

方差，或简单地忽略它的影响。文献[5]仿真中证明了噪声的

影响是可以忽略的。 

为了便于表示后向平滑表达式，可以构造一个P P× 的

协方差矩阵： 
( )*ii ii

P P=R J R J                (6) 

其中(*)代表复共轭。J 是P P× 的交换矩阵，它是一个次对

角线(与主对角线垂直)元素为 1，其他元素为零的方阵。 

传统的空间平滑算法，用前向(forward only)平滑和双向

(forward-backward)平滑的表达式可以表示为 
1

1

1 L
ii

f P
iL =

= ∑R R                 (7) 

1

1= [ ]
2

L
ii ii

fb P P
iL =

+∑R R R1            (8) 

文献[5]提出的利用子阵互相关的子阵协方差算法表示

如下： 
2

1 1

1
=

L L
ij ji

f P P
i jL = =
∑∑R R R              (9) 

2

1 1

1
[ ]

2

L L
ij ji ij ji

fb P P P P
i jL = =

= +∑∑R R R R R         (10) 

3  改进的空间平滑算法 

本文提出的算法，在传统空间平滑算法的基础上，将所

有的子阵自相关矩阵进行互相关之后，加和平均得到等效空

间平滑矩阵。目的是加强主对角线上的元素对等效的空间平

滑矩阵的影响，使其最大限度地利用接收数据，提高分辨能

力。计算公式如下： 

3

1 1

1
=

L L
ii jj

f P P
i jL = =
∑∑R R R              (11) 

3

1 1

1
[ ]

2

L L
ii jj ii jj

fb P P P P
i jL = =

= +∑∑R R R R R         (12) 

3.1 算法理论分析 

为了清楚地说明本算法的性能优越性，本文将改进算法

与传统算法，子阵协方差算法进行比较。先推导出 3 种算法

的等效空间平滑矩阵表达式和等效信源协方差矩阵表达式，

然后进行分析。为了节省篇幅推导过程以前向空间平滑为

例。 
首先推导传统 SS 算法的等效空间平滑矩阵： 

1 1 1 H H 2

1 1

1 H 2

1 1 ( )
L L

ii i i
f P P s P

i i

P f P

L L
σ

σ

− −

= =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
=

∑ ∑R R A D R D A I

A R A I

＝ ＋

＋  (13) 

其中 1
fR 为传统 SS 算法的等效信源协方差矩阵，表示为 

1 1 1 H

1

1 ( )
L

i i
f s

iL
− −

=
= ∑R D R D           (14) 

协方差 SS 算法的等效空间平滑矩阵： 

(

)( )

2 1 1 H H

1 1 1 1

2 1 1 H H 2

1

1 1 H 2 1 1 H H 4

1 1

2 H 4

1 1 ( )

1  ( )

1  ( ) 2 ( )

  

L L L L
ij ji i j

f P P P s P
i j i j

L
j i

P s P P j
j

L L
i i i i

s s P
i i

P f P

L L

L

L

σ σ

σ σ

σ

− −

= = = =

− −

=

− − − −

= =

= = +

⎛⎜⎜+ = ⎜⎜⎝
⎞⎟⎟⋅ + +⎟⎟⎠

= +

∑∑ ∑∑

∑

∑ ∑

R R R A D R D A

I A D R D A I A P

D R D D R D A I

A R A I

 

 (15) 

其中 2
fR 为协方差 SS 算法的等效信源协方差矩阵，表示为 

( )

2 1 1 H 2 1 1 H

1 1 1

2 1

1 1
( ) 2 ( )

   2

L L L
i i i i

f j s s
j i i

L f

P
L L

P

σ

σ

− − − −

= = =
= +

= + ⋅

∑ ∑ ∑R D R D D R D

R
 

         (16) 

利用信源的协方差矩阵 H[ ( ) ( )]s E t t=R S S ，可以将 jP

表示为 H 1 H H 1( )j j
j P PP − −= S D A A D S ，那么 jP 是个实数， jP  

代表第 j 个子阵接收信号的功率总和。令
1

L

L j
j

P P
=

=∑ ， LP 代 

表L 个子阵接收功率之和。从式(16)可以看出子阵协方差 SS

算法的等效信源协方差矩阵是在自相关矩阵 1
fR 前乘以一个

系数。因此子阵协方差 SS 算法与传统 SS 算法均是利用了接

收数据的L 个子阵的自相关矩阵。 

同理推导改进 SS 算法的等效空间平滑矩阵： 

( )

( )

3

1 1

H1 1 H 2

, 1

H1 1 H 4 3 H 4

1

1

   2

1
   

L L
ii jj

f P P
i j

L
iji j

P s P P
i j

L
i i

s P P f P
i

L

P
L

L

σ

σ σ

= =

− −

=

− −

=

=

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜= +⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎟⎜⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
⎡ ⎤
⎢ ⎥⋅ + = +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∑

∑

∑

R R R

A D R D A A

D R D A I A R A I (17) 

其中 3
fR 为改进 SS 算法的等效信源协方差矩阵，表示为 
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( )

( )

( )

H3 1 1 2 1

, 1

H1 1 2 1

, 1,( )

H1 1 2

, 1,( )

2

  ( 2 )

  

L
iji j

f s f
i j

L
iji j

s L f
i j i j

L
iji j

s f
i j i j

P
L

P
P

L

P
L

σ

σ

− −

=

− −

= ≠

− −

= ≠

⎛ ⎞⎟⎜= + ⋅⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜= + + ⋅⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞⎟⎜= +⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠

∑

∑

∑

R D R D R

D R D R

D R D R   (18) 

其中 ijP 是个复数，是子阵互相关矩阵的加权系数， ijP 表示

为 H 1 H H 1( )i j
ij p pP − −= S D A A D S 。从式(18)可以看出改进 SS

算法利用了子阵的互相关信息，平滑矩阵 3
fR 经过 2L 个子阵

的互相关矩阵加权，因此改进 SS 算法利用了接收数据中更

多的信息量，提高了分辨能力。 

注意到以上 3种算法获得的等效空间平滑矩阵中信号能

量与噪声能量的比例是不同的，本文定义信噪比因子Q 等于

等效空间平滑矩阵中信号协方差矩阵的迹与噪声协方差矩

阵的迹之比，Q 值大说明等效空间平滑矩阵受噪声的扰动

小，算法的性能相对较好。令 1Q 代表传统 SS 算法的信噪比

因子， 2Q 代表子阵协方差 SS 算法的信噪比因子， 3Q 代表改

进 SS 算法的信噪比因子， tr( )i 代表矩阵的迹，则 3 种算法

的信噪比因子分别为： 

( )
( )

1 H

1 2

tr

tr
P f PQ
σ

=
A R A

I
              (19) 

 
( )
( )

2 H

2 124

tr
2

tr
P f P LP

Q Q
σσ

⎛ ⎞⎟⎜= = + ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
A R A

I
     (20) 

利用矩阵的迹是相似不变量[8]，则 

( )

( )

H1 1 H

, 1,( )

HH 1 H 1

, 1,( ) , 1,( )

tr

  tr

L
i j

P s P
i j i j

L L
j i

P P ij
i j i j i j i j

P

− −

= ≠

− −

= ≠ = ≠

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= =⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑

∑ ∑

A D R D A

S D A A D S (21) 

( )
( )

( )

( )

( )

( )

3 H

3 4

H1 1 H

, 1,( )
24

H1 1 H

, 1,( )
24

2

, 1,( )

tr

tr

tr

  
tr

tr

  
tr

/
  

tr

P f P

L
iji j

P s P
i j i j

L
iji j

P s P
i j i j

L

ij
i j i j

Q

P
L

Q

P
L

Q

P L

σ

σ

σ

σ

− −

= ≠

− −

= ≠

= ≠

=

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎟⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎟⎟⎟⎜⎜ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠= +

⎛ ⎞⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎜⎜ ⎟⎟⎟⎜⎜ ⎝ ⎠⎟⎜⎝ ⎠= +

=

∑

∑

∑

A R A
I

A D R D A

I

A D R D A

I

( ) 24 Q+
I

 (22) 

容易看出 1 2 3Q Q Q< < ，改进 SS 算法性能要好于子阵

协方差 SS 算法和传统 SS 算法。 

有必要对改进 SS 算法的等效信源协方差矩阵 3
fR 秩的

恢复进行证明： 

1 1 1 H H

1

1 1
= =

L
i i

f s
iL L

− −

=
∑R D R(D ) CC       (23)  

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )( )
＝

H H3 1 1 H 1 1 2

1 1

2H1 1 H H H H

1

H 2 H

H 2 H

1
2

1 1 2
  

1
  +2 ,  

1
  = , , +2

P N

L L
i i j j

f s P P s
i j

L
i i

s P P
i

P

N N N N N

L

L L L

L

L

σ

σ

σ

σ

×

− − − −

= =

− −

=

× ×

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎟⎜⎟⎜ ⎟⎟ ⎜= +⎜ ⎟⎟ ⎜⎜ ⎟⎟⎜ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤
⎢ ⎥⋅ = +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑

∑

R D R D A A D R D

D R D CC A A CC CC

C G G I C G A C

AB A C B G G I C

 

   (24) 
( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }
rank rank rank

  min rank ,rank

N+ − ≤

≤

A B AB

A B        (25) 

利用传统算法中空间平滑矩阵已有的性质[3]，平滑后的

信源协方差矩阵是满秩的，且秩等于信源的个数N ，即是如

式 (23)所示 1rank( ) rank( )f N=R C ＝ 。对 3
fR 推导得到式

(24)，利用秩的不等式[8](25)可以容易得到 3rank( )f NR ＝ 。

这说明在相干源情况下，利用改进 SS 算法可以恢复 3
fR 的

秩，能够对
3
fR 进行特征分解求出正确的噪声子空间或信号

子空间，进而得到信源方向。 

3.2 算法性能分析 

如式(19)，式(20)，式(22)改进 SS 算法能够更多地增强

等效空间平滑矩阵中信号成分，降低噪声的影响。另一方面

从利用信息的角度看，如式(14)，式(16)可以看出常规 SS 算

法和协方差 SS 算法只利用了L 个子阵输出的自相关信息；

而如式(18)改进 SS 算法的空间平滑矩阵利用了 2L 个子阵的

加权互相关矩阵，并且对子阵自相关矩阵进行两次加权，加

强接收数据协方差对角线上自相关信息对等效的空间平滑

矩阵的影响，充分利用接收数据。所以改进 SS 算法在低信

噪比时，分辨空间相隔较近信源的能力优于常规 SS 算法与

协方差 SS 算法。 

4  计算机仿真 

为了验证改进 SS 算法的有效性，进行以下仿真，参数

设置如下：使用 16 个阵元的均匀线阵，阵元间距为 0.5 倍的

波长，在空间中以阵列的法线方向为参考的10 ,12° °的方位

上有 2 个等功率的全相干的信源，快拍数为 60，子阵阵元数

为 8。 

仿真 1  比较传统 SS 算法，协方差 SS 算法与改进 SS

算法在双向平滑处理后估计 DOA 的性能蒙特卡罗仿真实

验。 

当信噪比从 0dB 到 25dB 变化时，对 3 种算法在双向平

滑处理后得到等效空间平滑矩阵，再对其用求根 MUSIC 算

法得到估计角度进行概率统计，共进行了 500 次蒙特卡罗仿

真统计试验。图 1 给出了 3 种算法估计方差的比较曲线，图

2 给出了 3 种算法估计成功概率(定义为正确估计角度(误差

小于 0.5 度)次数的比例)的比较曲线。仿真结果表明，当

SNR 7dB≤ 时，传统 SS 算法完全不能分辨开较近的信源，

成功概率接近零；协方差 SS 算法在 SNR 2dB≤ 时，成功概
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率低于 50%，估计的角度误差偏离信源大于 2 ；而改进 SS

算法在 SNR>2dB 时成功概率在 60% 以上，且估计方差较

小，因此能够在低信噪比下分辨开较近的信源。 

 

图 1  3种算法处理后的估计方差 图 2  3种算法处理后的成功概率 

仿真 2  比较 3 种算法在单向平滑处理下估计 DOA 的

性能蒙特卡罗仿真实验。 

当信噪比从 0dB 到 25dB 变化时，经过 3 种算法的单向

平滑处理的 500 次蒙特卡罗仿真统计试验。图 3 给出了估计

方差曲线，图 4 给出了成功概率。仿真结果表明，改进 SS

法在双向平滑比单向平滑时的分辨相距较近的目标这种情

况的性能要好很多。从仿真 1 与 2 看出，前后向平滑下的改

进算法性能最优，适用于低信噪比情况下，分辨空间相距较

近的相干信源。 

 

图 3  3种算法单向平滑           图 4  3种算法单向平滑 

处理后的估计方差图              处理后的成功概率 

5  结束语 

本文提出了一种改进的空间平滑算法。该算法能够增强

等效空间平滑矩阵中信号成分，降低噪声的影响，充分利用

接收数据以提高分辨能力。计算机仿真结果表明，在低信噪

比情况下，分辨空间相距较近的相干信源时，改进的空间平

滑算法有更高的分辨力和更低的信噪比门限。 
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