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一类针对图像放大中反问题的变分模 
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摘  要：在解决图像放大中的反问题时，Chambolle 变分模型需要大量的计算迭代。针对这种不足，该文提出一类

新的基于 Besov 空间的变分模型来解决相应问题。利用 Besov 半范数与小波系数范数的等价性，新模型将所求解

的变分问题完全转化为基于小波域的变分序列，其极小化过程证明这些序列的 优解都可以表示为基于小波域的正

交投影。实验结果表明：新方法处理后的放大图像边缘轮廓清晰、光滑，有意义的细节特征得到保留，去噪效果令

人满意。 
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Abstract: To a mass of computation iteration of Chambolle model in solving the inverse problem of image zooming, 
a class of new model that is based on Besov space is put forward. The new model translates the variational problem 
that is solved into a sequence based wavelet field through the equivalence between Besov semi-norm and the norm 
of wavelet coefficients. And the process of minimization shows that the optimization solutions of the sequence can 
be represented as the orthogonal projection onto wavelet field. Finally, not only the zoomed images have sharper 
and smooth edges, but also the details of images are kept, resulting in the naturalness. In addition, the effect of 
denoising is very satisfactory. 
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1  引言  

近二十年来，由于人类视觉对图像质量的高追求，数学

方法处理图像已成为一个重要的研究课题，其中，小波分析

和基于偏微分方程的变分泛函尤其备受青睐。从表面上看，

小波阈值和变分泛函是数学领域中两个不同的概念。事实

上，这二者相互影响、相互作用，彼此之间存在着紧密的联

系. 

针对这种联系，Chambolle 提出小波软阈值函数可以看

作是 Besov 空间 ( )1
1,1B Ω 中变分问题的 优解[1]，并把它成功

地用于图像压缩和图像去噪。随后，他又进一步解释在图像

反问题中平移不变的小波阈值可以理解为一种新的光滑尺

度空间 [2]。Lorenz 把二者之间的联系推广到 Besov 空间

( ),
s
p pB Ω ，发现在非凸的情形下变分问题的 优解可以等价

为小波软、硬阈值的插值[3, 4]。 近，Daubechies 等人又把

小波软阈值和 Besov 空间 ( )1
1,1B Ω 中变分泛函的等价性应用

于一种新的图像分解模型[5]。至此，小波阈值和变分泛函之
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间的等价关系就被广泛地用来解决图像中的反问题。 

2004 年，Chambolle 针对基于全变差的变分极小化模 

型[6]提出一种来自凸对偶理论的新算法，并把它应用于无噪

图像放大。但是，遗憾的是 Chambolle 模型的极小化需要大

量的数值迭代。为此，受前人工作的启发，本文建议将 Besov

半范数 ( ),
s
p pB Ω⋅ ( 0s > , 1 p≤ ≤∞ )引入 Chambolle 模型，

利用小波域的投影来求解新模型。结果发现：在具体情况下，

新模型的 优解都可以看作是凸集上不同的小波全局阈值

函数。这样就有效地避免了 Chambolle 模型中繁琐的计算迭

代。 后，基于无噪图像和带噪图像的放大实验分别表明：

新模型处理后的图像质量要明显好于 Chambolle 模型。 

2 Chambolle 模型 

Guichard和Malgouyres认为在图像放大中需要解决的反

问题一般为[7, 8] 
2

min ( )
2u X

Au g
J u

λ∈

−
+            (1) 

其中 X 表示欧几里德空间 N NR × ，⋅ 表示 X 上的欧几里德范
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数， ( ) ,
1 ,

( ) i j
i j N

J u u
≤ ≤

= ∇∑ 是二维图像 u(大小为N N× )的离 

散全变差， g X∈ 是一幅低分辨率的图像，A 是子空间

Z X⊂ 上的正交投影。Chambolle 在其新算法[6]中把 Z 取作

向量 ,i jg 的集合，即对于每一个 , /2k l N≤ ，都有 2 ,2k lg =  

2 1,2 2 ,2 1 2 1,2 1k l k l k lg g g+ + + += = 。因此，在该算法中 u 就表示 g

被放大两倍以后的图像。所以，就有Ag g= 。这时，式(1)

中的 Au g− 就可以表示为 
( ) min

Z
Au g A u g u g

ω
ω

⊥∈
− = − = − −      (2) 

因此，Chambolle 模型的一般形式为 
2

,

( )
min ( )

2u X Z

u g
J u

ω

ω
λ⊥∈ ∈

− +
+            (3) 

通过交替求解关于 ω 和 u 的能量极小化，对每一个

0n ≥ ，Chambolle 给出了式(3)的 优解为[6] 

1

( ) ( )

( )
n n K n

n nZ

u g g

u g
λω π ω

ω π ⊥+

⎧ = + − +⎪⎪⎪⎨⎪ = −⎪⎪⎩
         (4) 

其 中 Kλπ 为 集 合 1 2: {div : ( ; ), ( ) 1cK C R x xξ ξ Ω ξ= ∈ ≤ ∀  

}Ω∈ 上的非线性投影, 0 0ω = 。 

3  新模型及其极小化 

在这部分，将详细地讨论新模型。 

取 X 为 Besov 空间 ( ),
s
p pB Ω ( 0s > ), 式(3)中的离散全

变差 ( )J u 就被 Besov 半范数 ( ),
s
p pB Ω⋅ 所代替。同时，取欧几

里德范数 u g ω− − 为 2L -范数。那么，需要求解的变分极

值问题就转化为 

( )
2

,

2
( )

,

( )
min

2
s
p p

L
B

u

u g
uΩ

Ω
ω

ω

λ

⎧ ⎫⎪ ⎪− +⎪ ⎪⎪ ⎪+⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
        (5) 

由于 0
2 2,2( ) ( )L BΩ Ω= ，故式(5)中相应范数的小波系数等价范

数为[4,5]
 

2

,

22
( )

1/
( 2)

( )

( ) ( )

2 2s
p p

L
J

p
ps p p

B
J

u g u g

u u

γ γ γΩ
γ

γ γ
Ω γ

γ

ω ω
∈

−

∈

⎧⎪ − + ≈ − +⎪⎪⎪⎪⎪⎨ ⎛ ⎞⎪ ⎟⎜⎪ ⎟⎜⎪ ≈ ⎟⎜⎪ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎪⎩

∑

∑
      (6) 

其中 { }( , , ) : , , 1,2,3jJ i j k k J j Z iγ= = ∈ ∈ = , jγ = , uγ , 

gγ , γω 分别表示第 γ 个小波系数。将式(6)代入式(5)，得到

基于小波域的等价变分序列： 

( )( )
( )( )

2

,
min

2
J

u

u g
u

γ γ

γ γ γ
γ

γω

ω
φ

λ
∈

⎧ ⎫⎪ ⎪− +⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪+⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭

∑
          (7) 

其中 ( )( )
1/

( 2)2 2
p

ps p p

J

u uγ γ
γ γ

γ
φ −

∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∑ 。 

显然，这时φ是一阶正齐次的(即 (( )) (( ))u uγ γφ δ δφ= ，

其中 0δ > )。由于正的齐次函数与凸集之间的对偶性只对凸

函数存在，所以，本文只考虑φ在1 p≤ ≤ ∞时的凸情形。 

为了极小化序列式(7)，我们考虑如下两个耦合问题： 

(1)假设 γω 确定，求解下列极值问题式(8)的解 uγ ： 

( )
( )( )

( )( )
2

min
2

J

u

u g
Q u u

γ

γ γ γ
γ

γ γ

ω
φ

λ
∈

⎛ ⎞⎟⎜ − + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑
    (8) 

(2) 假设u γ 确定，求解下列极值问题式(9)的解 γω ： 

( )( )21min
2 J

u g
γ

γ γ γω γ
ω

λ ∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ − + ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∑            (9) 

接下来，首先利用凸分析的对偶结论来求解问题式(8)

的极小化。 

命题  假设 2( )g l Jγ ∈ , 2( )l Jγω ∈ and 1 p≤ ≤ ∞ 。那

么，式(8)的极小值就可表示为下列形式 
( )( )Cu Id gγ λ γ γω= −∏ +            (10) 

其中 CΠ 是下述凸集 C 上的正交投影： 

( )( )2 2( ) , ( )
J

C x l J x y y y l Jγ γ γ
γ

Φ
∈

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= ∈ ≤ ∀ ∈⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑    (11) 

证明  因为φ是一阶正齐次函数，所以，φ的 Legendre- 

Fenchel 变换 *φ 就是凸集 C 上的指示函数[4]，即 

( )2
*

( )
( ) sup , ( )

0, if
sup ( )

,otherwise

l J

J

x u x u

x C
u x u

γ γ γ γ

γ
γ γ γ

γ

φ φ

φ
∈

= −

⎧ ∈⎛ ⎞ ⎪⎟⎜ ⎪⎪⎟⎜= − = ⎨⎟⎜ ⎟ ⎪+∞⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎪⎪⎩
∑

  (12) 

又因为 **φ φ= ，所以，有 ( ) sup
x C J

u u x
γ

γ γ γ
γ

φ
∈ ∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∑ 。 

现在，假设 uγ 是式(8)的极小值，那么极小值存在的必

要条件是 

( )( )( )
0

u g
uγ γ γ
γ

ω
φ

λ
− −

∈ + ∂         (13) 

根据次导数的逆原理[9]，有 
* g u

u γ γ γ
γ

ω
φ

λ
+ −⎛ ⎞⎟⎜∈ ∂ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

            (14) 

这时，式(14)等价于 
*1g g u g uγ γ γ γ γ γ γ γω ω ω

φ
λ λ λ λ
+ + − + −⎛ ⎞⎟⎜∈ + ∂ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

 

因此， ( )/w g uγ γ γω λ= + − 是对偶问题 ( )w gγ γω− +  
2/ /2λ *(1/ ) ( )wλ φ+ 的极小值。 

又因为 *φ 是指示函数式 (12), 所以 w 就可以用

( )gγ γω+ /λ 在 凸 集 C 上 的 正 交 投 影 来 表 示 , 即

( )/Cw gγ γω λ= ∏ + 。因此，极小化问题式(8)的 优解uγ 可

以表示为 
( )( )Cu Id gγ λ γ γω= −∏ +  

证毕 

现在，再来求解极小化问题式(9)。利用指示函数式(12),

式(9)可以表示为下列形式： 

( )( )2 *min
J

u g
γ

γ
γ γ γω γ

ω
ω φ

ε∈

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞⎪ ⎪⎟⎜− + +⎨ ⎬⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑         (15) 

类似于极小化问题式(8)的求解，得到式(15)的 优解为 
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( )C u gγ ε γ γω = Π −              (16) 

因此，新模型式(5)基于小波域的极小值就可概括为 

( )( )( ), C
J

u g Id gγ γ γ λ γ γ γ
γ

ω φ ω ψ
∈

= + + −∏ +∑    (17) 

和 

( )( ), C
J

u g u gγ γ γ ε γ γ γ
γ

ω φ ψ
∈

= − + ∏ −∑       (18) 

其中 ,
r
p pBγψ ∈ ( )r s> 表示正交小波基， γφ 表示尺度函数。 

4  有关新模型的实例 

在这部分讨论 1p = ， 2p = 和 p =∞ 三种具体情形。 

由第三部分的阐述可知：在新模型的具体求解过程中，

关键是要找出投影所在的凸集。这时，由 Lorenz 提出的定

理 4.4，定理 4.6 和定理 4.7[4]知： 

(1) 当1 p< <∞时，集合 C 可以表示为 

( )
*

***
1/

22 *( ) 2 2 1,1/ 1/ 1
p

ppsp

J

C

x l J x p p
γγ

γ γ
γ

−−

∈

=

⎧ ⎫⎪ ⎪⎛ ⎞⎪ ⎪⎪ ⎪⎟⎜⎪ ⎪⎟⎜∈ ≤ + =⎨ ⎬⎟⎜ ⎟⎪ ⎪⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑

    (19) 

(2) 当 1p = 时，集合 C 可以表示为 

( )12( ) sup2 1s

J
C x l J xγ

γ γ
γ

− −

∈

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= ∈ ≤⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
        (20) 

(3)当 p =∞ 时，集合 C 可以表示为 

( )12( ) 2 1s

J

C x l J xγ
γ γ

γ

− +

∈

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= ∈ ≤⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑          (21) 

4.1 光滑性度量为
( )1,1

sB Ω
⋅  

    由式(20)知，当 ( 1)sup2 1s

J
xγ
γ

γ

− −

∈
≤ ，对任意的 x，就有

( )( )
J

u x uγ γ γ
γ

φ
∈

≤∑ 。所以，投影所在的凸集为 

( 1)2( ) sup2 s

J
C x l J xγ

γ
γ

λ λ− −

∈

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= ∈ ≤⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
       (22) 

故所求投影 Cλ∏ 为凸集式(22)上的截断函数，即 

( )

( )

( )

12

1

1

( ) ( )

2 ,

,

2 ,

sC

s

s

g C g

g

g g

g

γλ γ γ γ γλ

γ
γ γ

γ γ γ γ

γ
γ γ

ω ω

λ ω λ

ω ω λ

λ ω λ

−

−

−

∏ + = +

⎧⎪ + ≥⎪⎪⎪⎪⎪= + + <⎨⎪⎪⎪⎪− + ≤−⎪⎪⎩

    (23) 

将式(23)代入式(10)，极小化问题式(8)的 优解uγ 就是软阈

值函数，即 

( ) ( )12 su S gγγ γ γλ
ω−= +            (24) 

同理，极小化问题式(9)的 优解为 ( )12
( )sC u gγγ γ γε

ω −= − 。 

4.2 光滑性度量为
2,2 ( )sB Ω⋅  

    把 2p = 看作是 1 p< <∞的一个例子。由式(19)知，

投影所在的凸集为 

222 2( ) 2 s

J

C x l J xγ
γ

γ
λ λ−

∈

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= ∈ ≤⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑         (25) 

那么，所求投影就可以用下列的约束极小化问题来刻画 

( ) 2 22 2min ( ) s.t. 2 s

J J

x g xγ
γ γ γ γ

γ γ
ω λ−

∈ ∈
− + ≤∑ ∑    (26) 

借助 Lagrange 乘子 0μ > ，式(26)就可转化为下列无约束优

化问题 

22 2min ( ) ( ) 2 s

x J

F x g x x
γ

γ
γ γ γ γ γ

γ
ω μ −

∈

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪= + − +⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑  

令 ( ) 0F xγ′ = , 有 

21 2 s

g
x γ γ
γ γ

ω
μ −

+
=
+

                (27) 

将式(27)代入式(25)有 

( )
2 22

22

2

1 2

s

sJ

g
γ

γ γγγ
λ ω

μ

−

−∈
= +

+
∑         (28) 

这时，式(28)的右端是关于 μ连续并单调递减。由此得出，

存在 0μ > ，使得式(27)是一个投影。因此，用式(27)代替式

(10)中的投影 Cλ∏ ，就获得极小化问题式(8)的 优解 uγ 是

依赖于尺度 γ 的线性阈值算子： 

( )
2 1

1
11 2
2

s
u gγ γ γ

γ
ω

μ
+

= +⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

          (29) 

其中 ( )1/ 2μ λ= 。同理， 2( )/(1 2 )su g γ
γ γ γω μ −= − + 。 

4.3 光滑性度量为
, ( )sB Ω∞ ∞

⋅  

   式(21)表明投影所在的凸集为 

( 1)2( ) 2 s

J

C x l J xγ
γ

γ
λ λ− +

∈

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪= ∈ ≤⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑         (30) 

用类似于 2p = 的方法，有 
( 1)

( 1)

2
2

2
2

( )

( )

s

s

u C g

S u g

γ

γ

μγ γ γ

μγ γ γ

ω

ω

− +

− +

⎧ = +⎪⎪⎪⎪⎨⎪ = −⎪⎪⎪⎩

           (31) 

后，对小波系数uγ 和 γω 分别作相应的小波重构，就

得到了新模型(5)在这 3 种情形下的局部极小值u 和 ω 。 

5  数值实验 

这部分给出两种模型应用于不含噪声和带有噪声图像

的放大比较。为了计算的方便，在所有的实验中，选取参数

20λ = ， 1ε = 和 1s = 。此外，新模型中涉及的小波函数

通常选择具有正则性的小波基，如“db4”；对于各种方法，

都选择标准的信噪比(SNR)来评价实验结果。 

首先，对无噪图像作放大验证。在图 1 中，图 1(a)是大

小为 256×256 的标准图像 Camera；图 1(b)是大小为 128×

128 的原始图像; 图 1(c)~1(f)分别表示 Chambolle 模型和新

模型式(5)在 1p = ， 2p = 和 p =∞三种情形下对原始图像

(b)放大两倍的结果。由此可看出，Chambolle 模型不仅造成

放大图像视觉上的模糊(请注意脸部和远景)，而且放大后的
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边缘锯齿现象比较严重(如三角架的边缘和上衣的边缘)；而

新模型不仅保持了边缘的锐度，而且边缘轮廓清晰、光滑。 

在图 2 中，由于噪声的存在，Chambolle 模型放大后的

图像边缘存在严重的振荡现象，图像的特征细节进一步被模 

 

图 1  Chambolle 模型和新模型对无噪图像放大的结果 

 

图 2  Chambolle 模型和新模型对噪声图像的放大结果 

糊(请注意肩部、帽子和头发)，见图 2 (d)；而新模型不仅能

较好地去除噪声，而且保持了图像的边缘锐度和有意义的细

节，使图像整体看起来更清晰、自然，见图 2(e)~2(g)。 
此外，表 1 为不含噪声和含有噪声两种情况下，分别用

两种模型放大图像两倍后 SNR 的对比，可以看出新模型具

有优越性。 

表 1  图像放大结果的 SNR 
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          新模型 图像 
名称 

噪声方差 
σ  

Chambolle 
模型 p=1 p=2 p = ∞  

Camera    ~ 17.181 21.188 20.836 20.803 

Lena    15 17.652 20.826 20.729 20.721 


