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广义平方素数码 
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摘  要：基于有限扩域与有限基域的对应关系，该文将素数码的构造思想延伸到有限扩域，基于有限扩域乘法，以

一般二次既约多项式为模，构造出一类周期增大、序列数目增多的跳频序列族——广义平方素数码，该码具有理想

汉明自相关特性和最大互相关值为 2 的几乎理想的汉明互相关特性。通过分组，得到具有最大互相关值为 1 的理想

汉明互相关特性的跳频序列组。 
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General Quadratic Prime Codes 

Liu Qing-ge    Shao Ding-rong    Li Shu-jian 
(School of Electronics and Information Engineering, Beijing University of Aeronautics and  

Astronautics, Beijing 100083, China) 

Abstract: Based on the relationship between the extension Galois fields and the prime Galois fields, this paper 
presents a new construction of frequency-hopping sequences, here designated as general quadratic prime codes, by 
expanding the construct idea of prime codes to extension Galois fields. Taking a general quadratic irreducible 
polynomial as the module and based on the multiplication of extension Galois fields, quadratic prime codes with 
more sequences and longer period possess ideal Hamming autocorrelation and nearly ideal Hamming 
cross-correlation properties of no greater than two. Furthermore, general quadratic prime codes can be further 
partitioned to get frequency hopping sequences groups in which the maximum Hamming cross-correlation between 
any two FH sequences in the same group is at most one. 
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1  引言  

跳频通信中[1]，跳频序列的性能对跳频通信系统的性能

有着决定性的影响[2]，寻求和设计具有理想性能的跳频序列

族是研究跳频通信系统的重要课题之一[3,4]。素数码[5,6]是一

类具有理想汉明相关性能的跳频序列族，是基于有限域

( )GF P 上的线性同余即模P 乘构造的结果，基于素数码构

造跳频序列族已成为跳频序列设计的一大分支[7−9]。级联素

数码[9]是素数码序列时移、频移后级联得到的一类跳频序列

族，是素数码在有限扩域 2GF( )P 上的直观尝试性扩展。本文

基于有限扩域 2GF( )P 与有限域 ( )GF P 的对应关系[10]，将素

数码的构造思想直接延伸到 2GF( )P 上，构造出一类新的跳频

序列族，命名为广义平方素数码，序列长度增加到 2P ，序

列数目增加到 2 1P − ，具有自相关旁瓣为 0、最大互相关值

为 2 的较理想汉明相关性能。说明一点，本文采用周期汉明

相关来衡量跳频序列族的性能，简称汉明相关[1]。 

文章内容作如下安排：首先对应素数码的构造，得出广

义平方素数码的构造式；然后分析广义平方素数码的汉明相
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关特性；最后为得到具有理想汉明相关性能的跳频序列组，

将广义平方素数码进行了分组，并证明同一组中序列具有理

想汉明互相关性能；最后是结论。 

2  广义平方素数码的构造 

设素数码的构造式如下所示： 
( )( , ) mod ,k m l ml P≡  0 ,m l P≤ <      (1) 

其中m 表示码字序号，l 表示时隙，k 表示序列m 中时隙 l 对

应的频隙，P 为素数。 

基于有限域理论[10]，有限扩域 ( )2GF P 中的元素可以表

示为 ( )GF P 中元素的二维向量、一次多项式和P 进制数。

有限扩域 ( )2GF P 的乘法则是以 ( )GF P 中元素为系数的一

次多项式以某一二次既约多项式为模相乘实现。 

根据以上分析，素数码是 ( )GF P 中域乘法即模P 乘构造

得到的跳频序列，与此对应，分析 ( )2GF P 中域乘法即以二次

既约多项式为模乘法运算的结果。以 ( )GF P 中元素为系数的一

次多项式表示新的跳频序列的各个参数，即 ( )m x ax b= + ，

( )l x ix j= + 及 ( ) 1 0k x k x k= + ，分别对应于素数码中的码

字序号m ，时隙 l 和频隙 k ，其中 ( )1 0, , , , , GFa b i j k k P∈ 。取
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一般二次既约多项式 ( ) 2
1 0f x x y x y= − − 对应于素数码构造

式(1)中的素数P ，决定 ( )2GF P 的域乘法，其中 1 0, GFy y ∈  

( )P⋅ 且 0 0y ≠ 。 

由此，与素数码构造式(1)相对应，演绎出新的跳频序列

的构造式 
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )

( )( )[ ] ( )
( ) ( )

2
1 0

1 0

, mod

mod

k m x l x m x l x f x

ax b ix j x y x y

aj b y a i bj y ai

≡

≡ + + − −

⎡ ⎤≡ ⊕ ⊕ + ⊕⎣ ⎦    (2) 

其中 “⊕ ”表示模P 加， ( ), , , GFa b i j P∈ 。若 ( ) ( ), 0,0a b = ，

得到的序列为全零序列，因此，式(2)中 ( ) ( ), 0,0a b ≠ 。 
为与一般跳频序列的表达相一致，将构造式(2)的多项式

表示转换为二维向量表示，则新序列 , , ,0,0 , , 0, 1
, , ,a b a b a b

Q q q⎛⎜= ⎜⎜⎝   

,, ,0, 1 , ,1,0 , ,1,1 , ,1, 1 , , , , , 1,0 , , 1,1, , , , , , , , ,a b P a b a b a b P a b m n a b P a b Pq q q q q q q− − − −

), , 1, 1, a b P Pq − − 的构造式为 

( ), , , 1 0,a b i jq aj b y a i bj y ai⎡ ⎤= ⊕ ⊕ ⊕⎣ ⎦           (3) 

其中 ( ),a b ， ( ),i j 和 ( )1 0,aj b y a i bj y ai⎡ ⎤⊕ ⊕ ⊕⎣ ⎦ 分别为码字序

号 、 时 隙 和 频 隙 的 二 维 向 量 表 示 ， ( ) ( ), 0,0a b ≠ ，

( )1 0, GFy y P∈ 且 0 0y ≠ 。 

由于新序列的长度为 2P ，而且以一般二次既约多项式

为模构造，故在这里命名为广义平方素数码。从而， 2 1P −
个长度为 2P 的跳频序列得以构造。此外，式(3)中频隙 

( )1 0,aj b y a i bj y ai⎡ ⎤⊕ ⊕ ⊕⎣ ⎦ 可以看作P 进制表示，进而可以转

换为十进制整数表示，即 ( ) ( )1 0aj b y a i P bj y ai⎡ ⎤⊕ ⊕ + ⊕⎣ ⎦ 。 

例 1  以 5P = 和 ( )GF 5 上二次既约多项式 ( ) 2f x x=  

2 3x+ + 为例，构造出 24 个长为 25 的跳频序列 ,a bQ ，

( ) ( ), 0,0a b ≠ 。图 1 为以下序列的跳频图案。 
( ) ( )[ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]

2,3 0,0 , 2,3 , 4,1 , 1,4 , 3,2 , 4,4 , 1,2 ,

3,0 , 0,3 , 2,1 , 3,3 , 0,1 , 2,4 ,

4,2 , 1,0 , 2,2 , 4,0 , 1,3 , 3,1 ,

0,4 , 1,1 , 3,4 , 0,2 , 2,0 , 4,3

Q =

 

 

图 1  P=5 和 f(x)=x2+2x+3 的跳频图案 Q2,3 

对应的十进制整数表示为 

(
)

2,3 0, 13, 21, 9, 17, 24, 7, 15, 3, 11, 18, 1, 14,

22, 5, 12, 20, 8, 16, 4, 6, 19, 2, 10, 23

Q =
 

3  汉明相关性能 

下面分析广义平方素数码的汉明相关性能，这是反映跳

频序列性能的最主要方面[1]。 

3.1 汉明自相关性能 

定理 1  任一跳频序列的汉明自相关旁瓣为0。 

证明   假设汉明自相关旁瓣不为 0，不妨设为 1，即设

,a bQ 与其移位序列
,a b

Q ′ 存在一次碰撞，有 
1 1 1 1, , , , , ,' 'a b i j a b i jq q=  

其中 ( ) ( ), 0,0a b ≠ 且 ( ) ( )1 1 1 1, ,' 'i j i j≠ 。 

由式(3)，得 
( )

( )
1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 0 1

,

,'

aj b y a i bj y ai

aj b y a i bj y ai

⎡ ⎤⊕ ⊕ ⊕⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ′ ′= ⊕ ⊕ ⊕⎢ ⎥⎣ ⎦

 

变换整理，得 

( ) ( )( )1 1 1 1 1a j j b y a i i′ ′− = + −            (4) 

( ) ( )1 1 0 1 1b j j y a i i′ ′− = −                (5) 

式(4)与式(5)相乘，根据 ( ) ( ), 0,0a b ≠ 和 ( ) ( )1 1 1 1, ,i j i j′ ′≠ ，变

换整理得  
2 2

1 0b y ab y a+ =                (6) 

假设 0a = ，式(6)成立只有 0b = ，与 ( ) ( ), 0,0a b ≠ 相

矛盾；  

假设 0a ≠ ，式(6)可变换为 
2

0 1
b b

y y
a a
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= +⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠                (7) 

由 ( ) 2
1 0f x x y x y= − − 为 ( )GF P 上的二次既约多项式，

根据既约多项式定义以及相关有限域理论[10]， ( )f x 除常量

和它本身外没有其它因式因子。 

将式(7)代入既约多项式 ( )f x ，得 

( )
2

2
1 1

1

b b
f x x y x y

a a
b b

x x y
a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= − − −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜= + − −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠⎝ ⎠

 

从而 ( )f x 可分解为一次多项式的乘积，与既约多项式的

定义相矛盾。因此，跳频序列的汉明自相关旁瓣为 0，定理

1 得证。                                    证毕 

3.2 汉明互相关性能 

定理 2  任意两个不同序列的最大汉明互相关值为 2。 

为证明该定理，需首先证明一引理。 
引理 1  对于任意两个不同序列 ,a bQ 和 ,a bQ ′ ′ ， ( ),a b ≠  

( ),a b′ ′ ，任意时移H 和频移V ， 1 2H h P h= + 且 1 2, ,h h V ∈  

( )GF P ，对于 ,a bQ 中 2j h P+ < 和 2j h P+ ≥ 分别最多存在

一次碰撞，其中， j 为序列 ,a bQ 中 , , ,a b i jq 的时间位置的索引。 
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证明 假设对于任意两个不同序列 ,a bQ 和 ,a bQ ′ ′ ，任意时

移H 和频移V ，对于 2j h P+ < 至少存在两次碰撞，则有 

1 1 1 1, , , , , ,a b i j a b i jq q V′ ′ ′ ′= ⊕             (8) 

2 2 2 2, , , , , ,a b i j a b i jq q V′ ′ ′ ′= ⊕             (9) 

同时成立。其中 1 1 1i i h′ = + ， 2 2 1i i h′ = + ， 1 1 2j j h′ = + ，

2 2 2j j h′ = + ，且 ( ) ( )1 1 2 2, ,i j i j≠ 。 

由式(3)，有 
( )

( )
1 1 1 1 0 1

1 1 1 1 0 1

,

,

aj b y a i bj y ai

a j b y a i b j y a i V

⎡ ⎤⊕ ⊕ ⊕⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⊕ + ⊕ ⊕⎢ ⎥⎣ ⎦       (10) 

( )

( )
2 1 2 2 0 2

2 1 2 2 0 2

,

,

aj b y a i bj y ai

a j b y a i b j y a i V

⎡ ⎤⊕ ⊕ ⊕⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕⎢ ⎥⎣ ⎦       (11) 

式(10)，式(11)经变换整理得 

( ) ( ) ( )( )2 2

0 1y a a b b y a a b b′ ′ ′ ′− = − + − −     (12) 

假设a a′ = ，式(12)成立只有b b′= ，与 ( ) ( ), ,a b a b′ ′≠ 相

矛盾； 

假设a a′ ≠ ，式(12)可变换为 
2

0 1
b b b by y
a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ ′− −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= +⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜′ ′− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
            (13) 

将式(13)代入既约多项式 ( )f x ，有 

( ) 1
b b b bf x x x y
a a a a

⎛ ⎞⎛ ⎞′ ′− −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟= + − −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜′ ′− −⎝ ⎠⎝ ⎠
 

由此， ( )f x 可分解为一次多项式的乘积，与既约多项式

的定义相矛盾。 从而，对于序列 ,a bQ 中 2j h P+ < 最多存在

一次碰撞。同理可得，对于 2j h P+ ≥ 最多存在一次碰撞，

引理 1 得证。                                 证毕 
由引理 1，知对于序列 ,a bQ 中 2j h P+ < 和 2j h P+ ≥

分别最多存在一次碰撞，因此总碰撞次数不会大于 2，即最

大汉明互相关值为 2，定理 2 得证。              证毕 

3.3 分组 

为得到具有理想汉明相关性能的跳频序列，将 2 1P − 个

序列分组，将所有码子序号 ( ),a b 满足 ( )modb ag P≡ 的序列

分到 gG 组，将所有 0a = 的序列归为 PG 组。这样，得到

1P + 组，每组 1P − 个序列。具体分组如下： 

{ }
{ }

( ){ }

{ }
{ }

0 1,0 2,0 1,0

1 1,1 2,2 1, 1

1, 2,2 1, 1

1 1, 1 2, 2 1,1

0,1 0,2 0, 1

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

, , ,

P

P P

g g g P P g

P P P P

P P

G Q Q Q

G Q Q Q

G Q Q Q

G Q Q Q

G Q Q Q

−

− −

⊗ − − ⊗

− − − −

−

⎫⎪= ⎪⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪= ⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎪⎪⎪= ⎪⎪⎭

         (14) 

其中  “ ⊗ ”表示模 P 乘， g 表示各个组的编号，

{ }0,1,2, ,g P∈ 。 
例 2  以 3P = 和既约多项式 ( ) 2 2f x x x= + + 为例，

构造广义平方素数码，共分为4组，见表1。表2为对应的十

进制整数表示。 

表1  P=3 和f(x)=x2+x+2对应的4个分组 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2,0,2,2,2,1,1,1,1,0,1,2,0,2,0,1,0,00,1 =Q
0G  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1,0,1,1,1,2,2,2,2,0,2,1,0,1,0,2,0,00,2 =Q

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1,2,0,1,2,0,0,2,2,1,1,0,2,2,1,1,0,01,1 =Q
1G  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2,1,0,2,1,0,0,1,1,2,2,0,1,1,2,2,0,02,2 =Q

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]0,1,1,0,2,2,2,0,0,2,1,1,1,2,2,1,0,02,1 =Q
2G  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]0,2,2,0,1,1,1,0,0,1,2,2,2,1,1,2,0,01,2 =Q

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2,2,1,2,0,2,2,1,1,1,0,1,2,0,1,0,0,01,0 =Q
3G  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1,1,2,1,0,1,1,2,2,2,0,2,1,0,2,0,0,02,0 =Q

表 2  对应表 1 的十进制整数表示 

[ ]2854176300,1 =Q  
0G  

[ ]1478253600,2 =Q  

[ ]7326518401,1 =Q  
1G  

[ ]5613724802,2 =Q  

[ ]3182647502,1 =Q  
2G  

[ ]6241385701,2 =Q  

[ ]8765432101,0 =Q  
3G  

[ ]4537861202,0 =Q  

定理3  同一组中不同序列间的最大汉明互相关值为1。 
证明 假设同一组中任意两个不同序列 ,a bQ 和 ,a bQ ′ ′ ，任

意时移 1 2H h P h= + 和频移V ，存在两次碰撞，由引理1 

3 3 3 3, , , , , ,a b i j a b i jq q V′ ′ ′ ′= ⊕             (15) 

4 4 4 4, , , , , ,a b i j a b i jq q V′ ′ ′ ′= ⊕             (16) 

同时成立。其中 3 3 1i i h′ = + ， 3 3 2j j h′ = + ， 4 4 1 1i i h′ = + + ，

4 4 2j j h P′ = + − ，且 ( ) ( )3 3 4 4, ,i j i j≠ 。 

由式(3)，有 

( )
( )

3 1 3 3 0 3

3 1 3 3 0 3

,

,

aj b y a i bj y ai

a j b y a i b j y a i V

⎡ ⎤⊕ ⊕ ⊕⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕⎢ ⎥⎣ ⎦       (17) 

( )
( )

4 1 4 4 0 4

4 1 4 4 0 4

,

,

aj b y a i bj y ai

a j b y a i b j y a i V

⎡ ⎤⊕ ⊕ ⊕⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕⎢ ⎥⎣ ⎦      (18) 

对于任一给定组 gG ， { }0,1,2, ,g P∈ ，有 b ag≡  

( )modP⋅ 和 ( )modb a g P′ ′≡ 同时成立。 

式(17)，式(18)经变换整理得 

( )( ) ( ) ( )( )3 4 1 3 4 1a a j j g y a a i i a⎡ ⎤′ ′− − = + − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦   (19) 
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( )( ) ( )( )3 4 0 3 4 1g a a j j y a a i i a⎡ ⎤′ ′− − = − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦     (20) 

式(19)与式(20)相乘，根据 ( ) ( ), ,a b a b′ ′≠ 和 ( ) ( )3 3 4 4, ,i j i j≠ ，

变换整理得 
2

0 1y g y g= +                 (21) 

将式(21)代入二次既约多项式 ( )f x ，有 
( ) ( )( )1f x x g x y g= + − −  

与既约多项式定义相矛盾。从而，同一组 gG ，

{ }0,1, ,g P∈ ，中任意两个不同序列的最大汉明互相关值

为 1，定理 3 得证。                           证毕 

因此，首选同一组中的序列分配给系统的用户。 

4  结束语 
本文以一般二次既约多项式为模，将素数码的构造思想

直接延伸到有限扩域 2GF( )P 上，由 2GF( )P 的域乘法构造 

出一类跳频序列族——广义平方素数码，序列长度为 2P ，

序列数目为 2 1P − ，满足自相关旁瓣为 0 和最大汉明互相关

值为 2 的较理想汉明相关特性。进一步通过分组，同一组中

序列满足最大汉明互相关值为 1 的理想汉明相关特性。上述

研究提供了跳频序列族的一种构造方法，对于素数码在有限

扩域上的扩展具有重要理论意义。 
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