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基于非圆信号的实值 ESPRIT 算法 
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摘  要：在信号源为非圆信号的情况下，该文提出了一种实值 ESPRIT 波达方向(DOA)估计方法。根据非圆信号

为实值信号的特点，利用欧拉公式将接收数据转化为正弦和余弦数据，并将其加以拼接，从而虚拟地将阵元个数加

倍，然后在此基础上构造一个旋转不变结构来估计波达方向，新算法可以处理的信号个数是传统 ESPRIT 算法的

两倍。由于在实值基础上进行特征值分解，所以该文提出的算法可以有效地将运算量减少到相同维数复值运算量的

1/4。仿真实验表明新算法不仅估计精度高而且能够处理的信号个数可大于阵元个数。  
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Abstract: A new ESPRIT-like method is presented to estimate the Direction-Of-Arrival (DOA) of non-circular 
sources. The basic idea of the real-value algorithm is to use the non-circular sources property of the received signals 
to get the sine and cosine data. Because the new data are the real-valued sine and cosine data respectively, the 
proposed algorithm can double the length of data by concatenating the sine and cosine data in tandem, as a result 
it can improve the performance of the DOA estimation and can resolve two times the number of directions when 
compared to those conventional ESPRIT-like estimators. More importantly, the computational complexity is 
reduced in the eigennalysis stage, because it exploits the eigencomposition of a real-valued covariance matrix. The 
simulation results show that the proposed method is superior in resolving noncoherent signal. 
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1  引言  

近几年来，如何利用非圆信号(non-circular signals)特征

来提高空间谱估计算法性能已经成为信号处理理论界的一

个研究热点 [1 6]− 。所谓非圆信号是指在星座图中振幅只有同

相分量而正交分量为零的信号 [7,8] ，即现代通信系统和卫星系

统中常见的 BPSK, ASK, AM 和 PAM 等调制的信号 [1 6]− 。

当信号源发射出非圆信号时，通过利用非圆信号椭圆协方差

矩阵 [ ]xxE (或伪协方差矩阵)不为零的特征，可以有效地将

接收数据矩阵维数加倍，这等效于将阵元个数加倍，从而提

高参数估计性能并且能估计多于阵元个数的信号。 

最早利用信号非圆特征来提高阵列信号处理性能的是

Galy， 1998 年他在其博士论文中系统研究了非圆信号的特

征，并提出了 non-circular MUSIC 算法，开创了非圆信号

在空间谱估计中应用的先河 [1]。2001 年 Chargé, Wang 和
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Saillard 提出用求根方法获得 DOA 的 non-circular root 

NUSIC 算法，这种算法用多项式求根来代替 non-circular 

MUSIC 所必须的谱峰搜索，大大减少了算法的运算量 [2,3]。

在 2003 年的欧洲无线技术会议上(ECWT 2003)， Zoubir, 

Chargé 和 Wang 提出了 non-circular ESPRIT 算法 [5] 。在

同年的 IEEE 信号处理年会上， Delmas 提出了 non-circular 

AMV (Asympotically Minimum Variance)算法 [6] 。这些算

法可以虚拟地将阵元个数加倍，因而具有良好的分辨性能与

估计精度。但是由于数据维数加倍，所以运算量也将随之增

加。譬如与传统的子空间类算法相比，在利用特征值分解估

计信号和噪声子空间时，所需运算量将从 3( )O M 增加到
3(8 )O M ，并且这些算法均是在复数基础上进行运算的。 

本文提出的实值 ESPRIT 方法根据非圆信号的特点将

接收数据转化为实值的正弦或余弦数据，然后再将这两种数

据串联起来，以扩展数据维数从而使得算法可以处理多于阵

元个数的信号，同时又减少了算法的运算量。然后通过构造

出两个 Toeplitz 型选择矩阵得到旋转不变结构，进而估计出
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DOA。 

2  数据模型 

考虑一个有M 个全向阵元的等距线阵，阵元之间间隔

为d  ( 2,d λ λ≤ 表示波长)，假设有 p 个中心频率为 0f 的窄

带信号从远场以不同的方向 ( 1, , )k k pθ = 入射天线。则对非

圆信号而言阵列接收数据可以表示为 

0( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t= + = +Y As n A s nΨ         (1) 

其 中 1 2[ ( ), ( ), , ( )]pa a aθ θ θ=A ， 0 ( )( ) [1, , ,kj
ka e ω τ θθ =  

0( 1) ( ) T]kj Me ω τ θ− ， T
1( ) [ ( ), , ( )]pt s t s t=s ， 1 2( ) [ ( ), ( ),t n t n t=n  

T, ( )]Mn t ， T
1[ ( ), , ( )]My t y t=Y , 1

0( ) pt ×∈s 表示接收到

的非圆信号， 0 02 fω π= ， ( ) sink kd cτ θ θ= ，c 表示电磁波

速度， 1diag{ }kj p
ke ϕ
==Ψ 是与每个信号有关的信道附加相

位组成的对角阵， ( )tn 是均值为零，方差为 2σ 的复高斯白噪

声， 表示实数集，文中 T()⋅ ， *( )⋅ 分别表示转置与共轭。      

文献[1−6]是直接使用非圆信号椭圆协方差矩阵不为零

的特点来增加数据维数，其实也可以根据非圆信号为实值信

号的特点来构造正弦和余弦数据，然后将它们串联起来以增

加数据维数，这是与前人的基于非圆信号空间谱估计算法不

同的一条途径。本文提出的实值 ESPRIT 就是通过这条途径

来改善算法性能的。 

3  Euler 数据变换 

Unitary 变换是一种将复接收数据转化为实数的重要方

法，传统实值 MUSIC 算法 [9] ，实值求根 MUSIC 算法 [10]和

实值 ESPRIT 算法 [11]都是在此基础上提出的。本文试图利

用信号源的特点，结合欧拉(Euler)公式，提出一种新的将复

值接收数据转换为实数的方法，并在此基础上改善 ESPRIT

算法的估计性能。 

对于非圆信号有： *( ) ( )k ks t s t= ，即信号为实数，其虚

部为零，为了使用这种特点，定义：  
*( ) [ ( ) ( )]/2c t t t= +Y Y Y             (2) 

根据欧拉公式，考虑信道附加相位 kje ϕ 的影响，式(2)

的第 i 个阵元上的接收数据可以表示为 

{

}
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即式(2)可以改写为 

0( ) ( ) ( ) ( )ct t tθ= +c cY A s n             (4) 

1

0 1 1 0

0 1 1 0

0 1 1 0
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M p×∈                                       (5) 
其中 real( )c =n n ， real()⋅ 表示实部。 

为进一步使用信号源为实数的特点，定义 
*( ) [ ( ) ( )]/2t t t j= −sY Y Y            (6) 

同理可得 

0
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[ ( )] sin[ ( 1) ( ) ] ( )

Im[ ( )]
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即式(6)可以写为 

0( ) ( ) ( ) ( )st t tθ= +s sY A s n          (8) 
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M p×∈ R                                       (9) 
其中 Im( )s =n n ， Im()⋅ 表示虚部。 

令 
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其中 2 2 1, , , ,M p M p M p M
r c s r

× × × ×∈ ∈ ∈ ∈A A A n  
1 1,M M

c s
× ×∈ ∈n n 。 

注意：(1)重新构造的接收数据 ( )trY 是由 ( )tcY 和 ( )tsY
串联而成的，其维数为 2 1M × ，这相当于加倍了可利用的阵

元个数。由于 rA 相当于AΨ 去除虚数因子 j 后的实部与虚

部直接串联而成，因此容易证明 rA 对于 2 1M p− > 其列满

秩。此时的数据已经转化为实值矩阵，所以下面的计算均是

在实数的基础上进行的。(2)在实际应用中，可以直接求取接

收数据的虚部和实部，并将其串联起来以获得 ( )trY 。 

4  Euler ESPRIT 算法 

计算式(10)的相关矩阵可得 
T T 2 2 2[ ( ) ( )] M Mt t σ ×= = +r r r s r MR EY Y A RA I ∈ R  (11) 
T

0 0[ ( ) ( )] p pt t ×=sR E s s ∈ R                     (12) 

 对式(11)进行特征值分解可得 
H T 2 T 2 2M M

s s s n nσ ×= = +R U U U U U U ∈Σ Σ R    (13) 

其中 sU 表示信号对应的特征向量，其张成信号子空间， nU
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表示噪声对应的特征向量，其张成噪声子空间。根据推导易

得 s r=U AT ，式中T 是一个非奇异矩阵， T
s r= sT RA U  

2 1( )σ −⋅ −s MIΣ 。 

定义两个 ( 1)M M− × Toeplitz 型矩阵： 

1

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 0 1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

T             (14) 

2

1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 0 1 1

⎡ ⎤−
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥⎣ ⎦

T          (15) 

定义两个 (2 2) 2M M− × Toeplitz 型选择矩阵： 
1

1
1

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

T
J

T

0

0
               (16) 

2
2

2
=

⎡ − ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

T
J T

0

0               (17) 

其中 0为一 ( 1)M M− × 的零矩阵。 

从而容易得知 

2 1=r rJ A J A D             (18) 
此 处 1diag(tan , , tan )pω ω=D 为 旋 转 算 符 ， 其 中

0 ( )
tan

2
k

k
ω τ θω = ，它是一个关于 kθ 的函数。  

进一步可得   

0 ( ) 2arc tank kω τ θ ω=           (19) 

根据 s r=U AT 可得  

2 1s s=JU JU Φ             (20) 

其中 1−=T DTΦ 。 

从上面的叙述中，可以得到一个与 ESPRIT 类似的算

法。首先对相关矩阵R 做特征值分解得到信号子空间的估计

值 sU ，然后利用式(20)得到Φ，接下来对Φ进行特征值分

解求得D，最后根据D可以估计出来波方向{ }kθ 。 

arc tan
arc sin k

k
d

λ ωθ
π

⎡ ⎤×= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

            (21) 

本文提出的 Euler 数据转化方法通过使用欧拉公式将复

观测数据转化为实值数据，运算量能降低到复矩阵运算量的

1/4 [10]。由于 Euler ESPRIT 算法和 Non-circular ESPRIT

算法重新构造的接收数据维数均为 2M N× ( N 代表快怕

数)，但 Non-circular ESPRIT 算法需要复值运算，因此 Euler 

ESPRIT 算法的运算量接近于 Non-circular ESPRIT 算法运

算量的 1/4 倍。 

5  仿真结果与性能分析 

为了验证本文提出的实值 Euler ESPRIT 有效性，将标准

ESPRIT [12]，Unitary ESPRIT [7] ，Non-circular ESPRIT [5] 算

法的性能与之对比。实验中天线阵元之间的间隔 2d λ= ，

测量噪声为复高斯白噪声。下面给出不同假设前提下作 1000

次独立仿真实验的统计结果。 

图 1 和图 2 中采用 4 个不同方向的不相干等幅 BPSK 信

号 ( o o o o
1 2 3 410 , 20 , 30 , 40θ θ θ θ= = = = )，天线阵元个数

10M = 。图 1 为快拍数固定在 100N = ，信噪比变化情况

下的均方根误差曲线；图 2 为信噪比固定在 SNR 5dB= ，

快拍数变化情况下的均方根误差曲线。图 1 和图 2 说明，使

用非圆信号特点之后，算法的估计精度得到显著改善。在低

信噪比与小样本情况下，实值的 Euler ESPRIT 算法的性能

略低于 Non-circular ESPRIT ，随着信噪比与样本数的增

加，两者有着相同的渐进性能。 

 

图 1  信噪比变化时的性能曲线     图 2  快怕数变化时的性能曲线 

图 3 为 4 种算法的分辨性能曲线，实验中 SNR 5dB,=  
100N = ，采用两个不相干等幅来波{ o o

1 210 , 10θ θ= = +  
o o, 1 , ,10θ θΔ Δ = }，其它条件与图 1，图 2 相同。当两个

目标角度间隔非常小时，标准 ESPRIT 和 Unitary ESPRIT

算法不能分辨出两个目标，但 Euler ESPRIT 和 Non-circular 

ESPRIT 算法此时仍然能分辨两个目标，即算法的角度分辨

性能得到改善。 

图 4 为信号个数变化时的性能曲线，图中阵元个数

6M = ，SNR 10dB, 50N= = ，信号个数 p 变化， 1θ =  
o50− ， o10θΔ = ， 1l lθ θ θ= + Δ ( 1, , 1l p= − )。标准

ESPRIT 和 Unitary ESPRIT 算法最多可以处理 1M − 个不

相干信号，当信号个数大于 1M − 时，由于自由度不够，算

法的性能急剧恶化甚至完全失效。而 Euler ESPRIT 和

Non-circular ESPRIT 算法最多可以处理 2( 1)M − ，且估计

精度优于标准 ESPRIT，这是基于非圆信号的 DOA 估计算

法与传统算法相比的最大区别之处。 

 

       图 3  分辨力曲线     图 4  信号个数变化时的性能曲线 
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图 1−图 4 说明 Euler ESPRIT 和 Non-circular ESPRIT

算法的有着相同的渐进性能，且它们的分辨能力、处理信号

个数的能力相当，但是前者的运算量却是后者的四分之一。

文献 [13]指出增加阵列长度可以改善算法性能，Euler 

ESPRIT 和 non-circular ESPRIT 算法性能优于标准

ESPRIT 和 unitary ESPRIT 的原因在于：使用信号源特点

后，可以虚拟地将阵元个数加倍。本文提出的 Euler ESPRIT

算法通过利用信号源的特点构造出正弦和余弦数据，将复数

运算转化为实值矩阵运算，使得运算量大为简化，并且将这

两个数据进行拼接，等效于增加了阵元个数，这是提出算法

性能改善的根本原因。 

6  结束语 

本文提出了一种实值ESPRIT算法——..Euler ESPRIT

算法，由于非圆信号为实信号，所以可以直接通过欧拉公式

将接收数据转化为正弦和余弦数据，然后利用新数据互不相

等的特点，将其串联起来以增加数据的维数，这等效于将可

利用的阵元个数加倍，这也是利用非圆信号特征的另一条途

径。根据新数据的特点，构造出两个选择矩阵，从而利用旋

转不变结构估计DOA。本文提出算法具有运算量少、精度高、

可处理信号个数多等优点。 
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