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利用直接矩阵求逆和临界采样子带自适应滤波器的快速系统辨识 

鲍成浩    水鹏朗 
(西安电子科技大学雷达信号处理国家重点实验室  西安  710071) 

摘  要：在许多应用中，子带自适应滤波器结构已经显示了其在计算和性能上的优点。基于最近提出的一个采

用临界采样滤波器组的子带自适应结构，该文引入了子带直接矩阵求逆(DMI)算法。在保持了该算法快速收敛优

点的同时，利用相关矩阵块三对角的特殊结构，降低了该算法的计算复杂度。理论分析及计算机实验显示，子

带直接矩阵求逆算法只需经过较少的更新次数——自适应子滤波器自由度的两倍，就能够收敛到高于最小均方

误差的 3dB 附近。 
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Fast System Identification Using Direct Matrix Inversion 
and a Critically Sampled Subband Adaptive Filter 

Bao Cheng-hao    Shui Peng-lang 
(National Laboratory of Radar Signal Processing, Xidian University, Xi’an 710071, China) 

Abstract: In many applications subband adaptive filter structures have been shown to be superior computationally 
and performancewise. This paper presents a subband Direct Matrix Inversion (DMI) algorithm suitable for use 
within a recently proposed adaptive filter structure employing critically sampled filter banks. This new method 
reduces the computational complexity by using the block tridiagonal structure of the input sample correlation 
matrix, and at the same time keeps the advantage of fast convergence. Experimental results show that the output 
residue power of the subband DMI algorithm is around 3dB upon the optimum value after only 2K updating of the 
adaptive subfilters, where K is the dimension of the adaptive subfilters.  
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1   引言  
 
一般地，已知输入信号和期望信号，建立一个对某未

知系统的估计称为系统辨识。在控制系统、数字通信和信号

处理等领域中，系统辨识具有广泛的应用，而且可供采用的

自适应滤波算法也很多[1]。在这类问题中，由于其简单性，

人们往往采用传统的随机梯度算法，例如最小均方(LMS)算

法。然而，这类算法在实际应用中具有一些不可忽视的缺点，

即当输入信号为语音等有色信号时，算法的收敛速度很慢；

同时，在回声相消等具有长脉冲响应的环境中，计算复杂度

也会相对地提高[2]。 

为了克服这些缺点，利用临界采样或过采样滤波器组的

子带自适应算法已经运用到了系统辨识问题中[3,4]，相比较于

传统的基于LMS算法的自适应滤波器，这些子带结构能够有

效地降低计算复杂度并提高系统的收敛速度。然而，在实际

应用中，随着子带数目增加而增加的收敛速率却最终受限于

不理想的滤波器组和有限字长效应。在诸多自适应算法中，
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直接矩阵求逆(DMI)算法具有引人注目的收敛速度。然而，

矩阵求逆巨大的计算复杂度限制了该算法的广泛应用。观察

子带自适应结构[3]的相关矩阵，我们发现它可以具有特殊的

块三对角结构，利用此特殊结构，随着子带数目的增加，能

够有效地减小矩阵求逆的运算量，从而使其具有与简单的

LMS算法相当的复杂度，同时保持其快速收敛的优点。 

本文基于一个临界采样的子带自适应滤波器结构，利用

相关矩阵块三对角的特殊形式，给出一个低计算复杂度的直

接矩阵求逆算法，并给出仿真试验结果以证明其收敛性能。

本文第2节回顾了文献[3]中的临界采样子带自适应结构；第3

节描述了基于此子带自适应结构的子带直接矩阵求逆算法；

第4节给出了算法的仿真结果；最后是结束语。 

2   子带自适应滤波器结构 

 文献[3]中子带自适应滤波器的M 带结构如图1所示。

( )x n 和 , ( )i jx m 分别是初始输入和第 ,i j 子带的输入信号，n

和m 分别代表原始及下采样后的时间下标。类似地， ( )d n 为

参考信号， ( )id m 为第 i 个子带的参考信号，同时令 ( )X z ，

, ( )i jX z ， ( )D z 和 ( )iD z 分别代表这些信号的Z-变换。 ( )iH z 和

( )iF z 分别是一个M 带完全重构滤波器组第 i 通道的分析和 
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图1  M带的临界采样子带自适应结构 

综合滤波器，它们的长度分别为 hN 和 fN 。另外， ( )i mg 是

第 i 带自适应子滤波器的系数向量，大小为 1K× ，这里

( + )/ 1p fK N N M= + ，其中 pN 是未知系统的长度， ( )iG z 是

对应的Z-变换。在所有情况下须满足 0 , 1i j M≤ ≤ − 。

, ( )i jx m 是相邻分析滤波器组合的输出经下M 采样得到的。

在这个结构里要求分析滤波器具有足够的阻带衰减，从而不 

相邻子带之间的混叠可以被忽略。参考信号 ( )d n 叠加了噪声 
( )N n 后经第 i 通道的分析滤波器滤波，并进行下M 采样形

成了第 i 个子带的参考信号 ( )id m 。 
每个子带中参考信号的估计 ( )iy m 及对应的误差信号

( )ie m 由相邻子带的输入信号共同形成，其关系如下面两式

表示： 
( ) ( ) ( )i i ie m d m y mΔ= − −                 (1) 

T T
1, 1 ,

T
, 1 1

( ) ( ) ( )+ ( ) ( )

+ ( ) ( )

i i i i i i i

i i i

y m m m m m

m m

− −

+ +

= x g x g

x g       (2) 

这里 T
, , ,( ) [ ( )  ( 1)]i j i j i jm x m x m K= − +x 是第 i 个子带在

时刻m 的输入信号向量， ( )/2h fN N MΔ = + 是为了补偿滤

波器组引入的延迟。 

3  子带直接矩阵求逆算法 

3.1 算法的推导 

本文基于图1的系统辨识框图推导出多带结构的系数更

新算法。记各子带均方误差的和为 
1
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0

( ) ( )
M

i
i

J m e m
−

=
= ∑                (3) 

这是用于本文算法推导的代价函数。令 , ( )i kg m 是自适应滤波

器系数向量 ( )i mg 的第 k 个系数， 0,1, , 1k K= − ，K 为

自适应子滤波器系数向量的长度。根据代价函数式(3)，得到

对系数 , ( )i kg m 的偏导为 
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由式(1)，式(2)知， ( )ie m 关于 , ( )j kg m 的偏导如下： 
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将式(5)−式(7)代入式(4)得 

1 1, ,
,

1 , 1

2 [ ( ) ( ) ( ) ( )
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将上式写为向量形式： 

1 1, ,

1 , 1
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当 0
i

J∂ =
∂g

时，得到最佳滤波器 optig ，此时将式(1)，式(2)

代入式(9)得 
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其中 
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式(11)中的矩阵可以由滤波器 ( )iH z 的系数和输入信号的自

相关表示如下： 
T T

, , , ,[ ( ) ( )]i j k l i j xx k lE m m =x x H R H          (12) 

这里的 xxR 是大小为 ( ) ( )MK M L MK M L− + × − + 的输

入信号 ( )x n 的相关矩阵， ,i jH 是 ( ) ( )i jH z H z 的系数在每一行

向右循环移位M 个位置形成的 ( )K MK M L× − + 的矩阵，

L 是 ( ) ( )i jH z H z 的长度。当输入为有色噪声时， iB 和 iC 不

等于零但是相比于 iA 很小，可以认为近似等于零[3]。在本文

的子带DMI算法中将 iC 省略，这样在减小计算复杂度的同时

不至于造成比较大的误差。同时，可以认为 T
, ,[ ]i i i i iE≈A x x ，

,[ ( )]i i i iE d m Δ≈ −P x ，这些近似将在收敛性能分析中用到。  
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综上，自适应滤波器的系数可以通过下式求出： 
1
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其中 iA 、 iB 和 iP 需通过估计得到，对于平稳随机信号： 
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这就是应用在临界采样子带自适应滤波器中的子带直接矩

阵求逆(DMI)算法，求逆的相关矩阵具有块三对角的特殊结

构。在上式中， i i>>A B ，同时 iA 是随机信号的自相关估

计，那么相关矩阵是主对角占优的，当采样点数足够多时，

相关矩阵的逆存在。 

3.2 算法的实现 

将子带DMI算法等价写为下式： 
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将式中的每个分块矩阵和向量都看作一个“元素”，由

于具有块三对角的特殊形式，利用“追赶法”的形式解式(15)

可实现直接矩阵求逆算法[5]。这样的计算过程可将大小为

MK MK× 的相关矩阵的求逆转化为对大小为K K× 的实

对称矩阵 ,i iU 的求逆，使原本 3( )pO N 的计算复杂度降为
3 3( )/pO N M 。由于存在实对称矩阵 ,i iU 的求逆，所以最好在

求逆之前对其条件数进行判断，以免对病态矩阵求逆从而导

致大的误差。 

3.3 收敛性能分析 
由式(3)知，当各子带都收敛时，系统也收敛，系统的收

敛性能由各子带决定。为了简化收敛性能的分析，令 0i ≈B ，

,
1

1 ( ) ( )
m

i i i i
k

k d k
m =

= −Δ∑P x 以及 T
, ,

1

1 ( ) ( )
m

i i i i i
k

k k
m =

= ∑A x x ，同 

时也忽略加在期望信号上的小的噪声。下面首先对第 i 带的

收敛性能作分析。 
2( )ie m 是第m 次更新第 i 带的均方误差，记 2

minie 是第 i

带能达到的最小均方误差，将第 i 带自适应子滤波器的失调

定义为 
2 2

2  min
2
 min

( )i i
i

i

e m er
e
−=              (16) 

其中 ir 是一个随机变量。 
令未知系统也是线性的，则 , ( )i i mx 和 ( )id m Δ− 是零

均值高斯分布的随机信号 ( )x n 通过线性系统再经下采样

得到的输出，它们是联合高斯分布的，则它们组成的向

量 ' T T
, ,[   ( )]i i i i id m Δ= −x x 也是高斯分布的，即自适应滤波器

ig 的输入信号 , ( )i i mx 和期望信号 ( )id m 构成了一个零均值高

斯分布的随机向量。那么通过对相关矩阵 ' ' T
, ,

1

1 ( ) ( )
m

i i i i
k

k k
m =
∑x x

作一定变换[6, 7]，可以得到 ir 的概率密度函数： 
2 1

2 1
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K
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i im
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m rp r r
K m K r

−
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式中应满足m K> 。由此可以得到第 i 带的失调 2
ir 的均值

和方差为 
2[ ]i

KE r
m K

=
−

                (18) 

2
2var[ ]

( ) ( 1)i
mK

r
m K m K

=
− − −

          (19) 

式(18)表明，采用子带DMI算法的自适应暂态性能仅与采样

次数m 和自适应滤波器的长度K 有关，随m 的增加而减小

并趋于最小值。当 2m K= 时，输出均方误差的均值为最小

均方误差值的两倍(即高出3dB)。式(19)表明，该算法的超量

均方误差也仅与m 和K 有关，并随m 的增加而迅速减小，

最终趋于零。对于本文所采用的子带自适应结构，每个自适

应子滤波器的长度均为K ，那么每个自适应子滤波器拥有相

同的收敛性能。 
观察图1，自适应子滤波器每输入一个子带信号 , ( )i jx m 对

应于M 个系统的原始输入 ( )x n ，那么当 2( )p fn N N M= + +

时，输出均方误差的均值高于最小均方误差3dB。对于长脉

冲响应的子带系统辨识， p fN N>> ，那么 2 pn N≈ 。可以

看出，子带DMI算法仍然保持了该算法原有的快速收敛的优

点。 

3.4 计算复杂度 

对于 DMI 算法而言，子带自适应结构的一个显著的优

点就是能够形成块三对角形式的相关矩阵，随着子带数目的

增加，这种形式的矩阵能够极大地减少矩阵求逆的运算量。 

在这里，对于每个输入采样点 ( )x n ，计算完成子带 DMI

算法所需要的乘法数目。计算分为以下 3 个部分： 

(1)形成子带输入信号和子带期望信号： 

(5 2) 2 1hM N M− − +            (20) 

(2) 估计相关矩阵和互相关向量： 
25 1 11 1 1

+3
2 2

K K
M M M

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜− + − −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠        (21) 

(3) “追赶法”的形式求自适应滤波器系数的运算量： 
3 25 2 2

4
2

K K
M M

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜− + −⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠           (22) 
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因此，对于每个输入 ( )x n ，完成子带DMI算法总的计算复杂

度为 
3 25 2 13 3 11 1

2 2 2
1

(5 2) 2 4h

K K K
M M M

M N M
M

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜− + − + −⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ − − + −    (23) 

对于多带的高阶自适应滤波器， ,p f hN N N>> ， 1M >> ，

则上式的主项为 3 3
DMI 5 /2pC N M= 。可见，当 3M 相当于 2

pN

时，子带结构中的DMI算法与传统的LMS算法的复杂度

( 2 pN )在一个数量级上，而同时DMI算法的收敛性能却是

LMS算法无法达到的。 

4  实验和仿真结果 

为了证实子带 DMI 算法的快速收敛性能，在下面将给出

计算机仿真结果。考虑了系统辨识问题，在 8 带滤波器组结

构下，分别对长度为 512 和 1024 的线性 FIR 系统进行精确模

拟，并与 LMS 算法和子带 NLMS 算法的结果做出比较。仿真

中采用的输入信号为一个有色噪声序列，该序列由白噪声通

过极点 =0.9z 的一阶 IIR 滤波器产生。对于需要迭代的 LMS

和 NLMS 算法，为了获得最快的收敛速度，其步长均通过反

复试验得到。在以下各仿真实验中，期望信号上叠加了方差

为 510− 的高斯白噪声，而且各收敛曲线均经过十次运行后取

平均得到。采用原始输入采样点数n 作为收敛曲线的自变量。 
已知 =8M ， 159fN = ，当 512pN = 时， 2( p fN N+  

) 1358M+ = ，经试验取LMS算法的迭代步长为 48 10× - ，

子带NLMS算法的步长为0.3。 1024pN = 时， 2( p fN N+  

) 2382M+ = ，LMS算法的步长为 44 10× - ，子带NLMS算法

的步长为0.3。自适应滤波器系数的初始值均取为零。仿真中， 

子带DMI算法对矩阵 ,i iU 作了条件数判断，若太大，则暂停 

自适应滤波器系数的更新，同时继续积累采样点以估计相关

矩阵和互相关向量。各算法对应于不同 pN 的收敛结果如下。 

从图2可以看出，当采样点数n 稍大于 2( )p fN N M+ +
时，子带DMI算法收敛到-50dB——这是本仿真实验中的最

小均方误差[8]，充分体现了前面对本算法收敛性能的分析。

相比之下LMS算法和子带NLMS算法不仅收敛慢，而且收敛

后均方误差的均值均比最小均方误差高2~3dB。同时后两种

算法的超量均方误差也比子带DMI算法大。 

虽然子带DMI算法单次更新权向量的计算复杂度较全

带LMS高，但是考虑到其极快的收敛速度，若子带数目足够

多，到算法收敛时其总的计算量可以小于简单的LMS算法。

表1给出了子带数M 取不同值时，子带DMI算法总计算量与

传统LMS算法的比较。 

表1中LMS算法的总计算量有其特殊性，对于不同的输入

信号及未知系统，该算法的收敛速度也不同。尽管如此，表1

仍然在一定程度上反映了两个算法在总计算量方面的对比。 

值得注意的是，子带DMI算法中权向量只由相关矩阵和

互相关向量决定，不存在权向量间的迭代，这样在知道了算

法的收敛性能后，在已知的收敛点处，只需要完成一次算法

的计算即可得到满意的自适应滤波器系数。 

 

图2  8M = ， pN 分别为512和1024时3个算法收敛曲线的对比 

表1 子带DMI算法与LMS算法总计算量的比较 

DM1 LMS 
M Nf 

Np =512 Np =1024 Np =512 NP=1024 

4 64 5.93×106 Np 4.47×107 Np 

8 159 8.69×105 Np 6.10×106 Np 

16 192 1.15×105 Np 7.88×105 Np 

32 256 1.60×104 Np 1.05×105 Np 

64 320 2240 Np 1.41×104 Np 

 

 

6×104 Np 

 

 

 

1.2×105 Np 

5  结束语 

本文将直接矩阵求逆算法引入到一个临界采样子带自

适应滤波器中。在保持了该算法收敛速度快的优点的同时，

根据采样相关矩阵的块三对角的特殊形式，充分降低了该算

法的计算复杂度。计算复杂度的降低为这个具有优异收敛性

能的算法的广泛应用提供了可能性。 
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