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摘  要：针对传统的 Fisher 线性鉴别分析在人脸这样的多类高维小样本模式的分类中存在的“小样本问题”和“次

优性问题”，该文提出了一种基于修正的最大散度差鉴别准则的线性鉴别分析方法。该方法对最大散度差鉴别准则

中散布矩阵的构造加以修正，采用新的修正的最大散度差鉴别准则函数。该方法从理论上为有效地解决传统的

Fisher 线性鉴别分析在人脸识别中存在的这两大难题提供了有效的途径。最后，在 ORL，AR 标准人脸库上的实

验结果验证了该算法的有效性。 
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Abstract: Cosidering the so-called “Small Sample Size”(SSS) problem in nature and the “inferior” problem in 
traditional Fisher linear discriminant analysis, a new method of feature extraction based on modified maximum 
scatter-difference criterion is developed in this paper. The method gives an effective way to resolve two difficulties 
of the traditional Fisher linear discriminant analysis theoretically in face recognition. Finally, extensive 
experiments performed on ORL and AR face database verify the effectiveness of the proposed method. 
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1  引言  

基于 Fisher 准则函数的线性鉴别分析(LDA)[1]所抽取的

特征具有良好的可分性，目前已被公认为模式识别中最好的

代数特征抽取方法之一。近年来，Fisher 线性鉴别分析在模

式识别领域得到了广泛的应用和扩展[2−4]，但是对于处理诸

如人脸识别这种典型的多类高维小样本问题时却存在两个

公认的缺点：首当其冲的是“小样本问题”，特别是在人脸

识别这样的高维小样本问题中，往往会造成 Fisher 线性鉴别

准则由于类内散布矩阵奇异而无法直接求解最优投影轴，即

此时的 Fisher 鉴别准则是“病态的”。目前，“小样本问题”

已成为 LDA 中公认的难题之一，引起了人们广泛的研究兴

趣，近年来对其做了一系列地研究和改进[5−7]。但这些方法

大都是在原始的 Fisher 鉴别准则下所作的改进，由于该准则

本身存在的缺陷，所以并没有从根本上解决这一困难。最近，
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宋枫溪等[8]，刘永俊等[9,10]提出了一种散度差鉴别准则，与

Fisher 鉴别准则不同的是，它是利用类间散度与类内散度之

差作为分类器准则和线性鉴别分析准则，这样，从理论上根

本地消除了 Fisher 鉴别准则中存在的因类内散布矩阵奇异

而无法求解的问题。 

在人脸识别这样的多类模式识别问题中，线性鉴别分析

存在的另一大缺陷就是“次优性问题”[11]。不论传统的 Fisher

准则还是散度差鉴别准则所寻找的最优投影方向(最优投影

轴)，对于分类错误率或风险而言都不是最优的[11]。为此，

Loog 等[11]提出了一种近似加权的 LDA 算法，但是由于其计

算的复杂性以及小样本问题的存在，该方法并不适合直接应

用于人脸识别这样的高维小样本问题中。 

本文针对传统的线性鉴别分析中存在的“小样本问题”

和“次优性问题”两大缺陷，通过在构造散布矩阵时引入简

单的自动加权函数，对最大散度差鉴别准则做进一步地修

正，提出了一种基于修正的最大散度差鉴别准则的线性鉴别

分析方法。该方法集中了最大散度差鉴别分析与近似加权方
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法的优越性，有效地解决了人脸识别这样的多类高维小样本

模式识别问题中的两大困难。在 ORL 和 AR 人脸数据库上

的实验证明了本文方法不但是有效的，而且适应性更强。 

2  最大散度差线性鉴别分析 

设 1 2, , , cω ω ω 为c 个模式类，模式样本 1, ,i iX = N( )为

n 维实向量，第 i类样本的平均向量为 ( / )i iE=m x ω ，所有 

样本的平均向量为
1

( ) )
c

i
i

E
=

= =∑m X mip(ω 。用 bS , wS 分别 

表示模式样本的类间散布矩阵、类内散布矩阵： 

   T

1
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c
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其中 ( )ip ω 为第 i类模式的先验概率，一般每类设为相同

( ) 1 , 1=ip ω /c i = , ,c 。 

假设由一组最优投影轴构成的投影矩阵 W，模式样本

向量在这个投影矩阵上投影后的类间、类内散布矩阵为

,b wS S ，则： 
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定义最大散度差鉴别准则函数如下： 
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T

T
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tr( ( ) )
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     (5) 

同 Fisher 线性鉴别分析一样，最大散度差线性鉴别分析

的目标也是找到一组有效的最优投影轴，使得所有的模式样

本在这组投影轴上投影后的类间散度最大、类内散度最小。

最 大 化 散 度 差 准 则 函 数 ( )sJ ϕ 的 一 组 最 优 投 影 轴

1 2, , , dϕ ϕ ϕ 一般取为特征方程 ( )b w λ− =S S ϕ ϕ 的 d 个最

大的特征值所对应的特征向量。与 Fisher 鉴别准则的特征分

解相比，把对 wS 这样一个庞大矩阵的求逆过程变为了求一

个散度差矩阵 ( )b w−S S ，从而使得计算的复杂度大大降低。

更重要的是，由于避免了对 wS 的求逆，再也不用担心由于

小样本问题带来的困扰了[9]。 

3  修正的最大散度差线性鉴别分析 

虽然最大散度差线性鉴别分析成功地避免了传统的

Fisher 线性鉴别分析中存在的“小样本问题”，但是最大散

度差鉴别分析在理论上并不是十全十美的，同 Fisher 线性鉴

别分析一样仍然存在另一大缺陷——“次优性问题”。具体

分析如下： 

为分析方便，式(1)定义的类间散布矩阵 bS 亦可改写为

如下形式[10]： 

T
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1 1
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根据式(3)，相应地： 
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由最大散度差鉴别分析的物理意义，式(5)的准则函数可

分解为如下两部分： 
    max tr( )bS                  (8) 

      min tr( )wS                  (9) 

由式(7)可得，式(8)中 T
1

1 1

tr( ) ( ) ( )(
c c

b i j i
i j i

p pω ω
−

= = +
=∑ ∑S mϕ   

T T T T) ( )j i j− −m m mϕ ϕ ϕ 表示的是第 i 类和第 j 类样本在低

维空间中的平均平方距离。假设一个n 维的样本投影到二维

空间，如果其中有一类样本远离其它所有类的样本，这样寻

找的最佳鉴别投影方向会将该类样本与其它类别尽可能地

分开。由此如图 1 所示，在最大化低维空间中每两类之间的

平均平方距离时，距离较大的类间距离在特征值分解过程中

起了主导作用。这相当于夸大了类间距离较大的、可分性很

好的类的作用，而使那些类间距离本来较小的类部分重叠，

从而影响了分类准确率。 

 

图 1  修正之前的投影方向 

因此，求解最优投影轴时最大化 tr( )bS ，并不同于最小化

分类错误率，最大散度差鉴别分析仍然存在“次优性问题”。 
能不能找到一种简单有效的方法改善这种“次优性问

题”，而又不至于使算法的复杂度大幅度提高呢？为此，引

入如下简单加权的策略对类间散布矩阵、类内散布矩阵的构

造加以修正。修正后的散布矩阵 bS , wS 定义如下： 

T

T

1

1 1

1

1 1

( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( )( )

c c

b i j b ij i j i j
i j i

c c

b ij i j i j i j
i j i

p p d

d p p

ω ω

ω ω

−

= = +
−

= = +

= − −

= − −

∑ ∑

∑ ∑

S m m m m

m m m m

ϖ

ϖ   (10) 

T

T

1

1

( ) [ ( )( )( ) ]

( ) ( ) [( )( ) ]

c
i

w i w j j i j i
i

c
i

w j i j i j i
i

p E d

d p E

ω

ω

=

=

= − −

= − −

∑

∑

S X m X m

X m X m

ϖ

ϖ        (11) 



192                                          电 子 与 信 息 学 报                                    第 30 卷 

其中 T( ) ( )ij i j i jd = − −m m m m ，表示第 i 类和第 j 类模式

样本之间的欧氏距离，反映了两类样本的类间离散度。
T( ) ( )i

j j i j id = − −X m X m ，表示第 i 类中第 j 个样本偏离

中心的欧氏距离，反映了第 i 类样本的分散程度。 ( )b ijdϖ 为

类间加权函数，与文献[11]不同的是，为降低类间散度较大

的类对准则函数中寻找最优投影轴的主导作用，本文采用的

是关于 ijd 递减，且下降速度大于平方距离 2
ijd 的简单加权函 

数
c-1 c

i=1 j=i+1

( ) q q
b ij ij ijd d d− −

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
∑ ∑ϖ ，q 取为大于 2 的整数。同 

时，为了使修正后的鉴别准则使投影后同类的样本分布更加

集中，引入类内加权函数
=1

( ) ( ) ( )
iN

i i q i q
w j j j

j

d d d= ∑ϖ 。另外， 

为了进一步改进最大散度差准则，引入整体加权系数 α用来

调整类间散度和类内散度所起的作用。 

定义修正后的最大散度差鉴别准则函数如下： 
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        (12) 

显然，在多类模式识别问题中，经过修正后的最大散度

差鉴别准则函数的物理意义是突出那些类间散度较小、类内

散度较大的模式样本对于寻找最优投影轴所作的贡献。如图

2 所示，修正后所得的最优投影轴更有利于分类。 

 

图 2  修正之后的投影方向 

4  实验结果与分析 

ORL标准人脸库由 40人，每人 10幅112 92× 图像组成，

其中有些图像是拍摄于不同时期的；人的脸部表情和脸部细

节有着不同程度的变化。图 3 是其中 3 人的 30 幅图像。 

 

图 3  ORL 人脸图像数据库中的图像 

本实验中，分别以每人的前 2，3 幅图像作为训练样本，

剩余图像作为测试样本。本文在做线性鉴别分析时，由于样

本向量的维数太高(达 10304！)，在现有的机器上构造相应

的 10304×10304 的类内散布矩阵和类间散布矩阵都是不现

实的。因此，本文先用 PCA 降维，再用线性鉴别分析的方

法来验证修正后的最大散度差鉴别分析(MMSLDA)的有效

性。图 4 为库中图 3 所示的 3 类人脸图像分别采用原始的最

大散度差线性鉴别分析(a)以及本文修正后的方法(b)，投影

到二维空间后的分布情况。图 5，图 6 为在取不同的训练样

本数时，本文方法 ( 经过试验选取效果较好时，即

= 4, = 0.5q α )和最大散度差鉴别分析(MSLDA)以及经典的

Fisher 线性鉴别分析(FLDA)、统计不相关的 Fisher 线性鉴别

分析(UFLDA)方法，在最近邻分类器(1NN)下的识别结果。 

 

图 4  修正前后两种方法投影到二维空间中人脸图像的分布 

 

图 5  训练样本数为 2 时识别率   图 6  训练样本数为 3 时识别率 

表 1  4 种方法在最近邻分类器下最优识别率时 
特征抽取与时间对照表 

识别方法 特征抽取时间(s) 分类时间(s) 总时间(s) 
FLDA (35)     24.500 0.228 24.728 

UFLDA (35)     24.500 0.228 24.728 
MSLDA (33)     22.859 0.144 23.003 

MMSLDA (42)     22.078 0.175 22.235 

注：括号内为所取的投影轴数。 

此外，本实验还在一个规模较大的 AR 人脸图像数据库

上进行。它由 120 人，每人 26 张在不同时期、光照、姿态、

表情、遮挡等条件下拍摄的人脸图像组成。本实验仅考察无

遮挡的情况，采用 1－7 张作为训练样本，14－20 张作为测

试样本。图 7 为其中某人经过规范化的图像。表 2 为 FLDA，

UFLDA，MSLDA 以及修正的 MSLDA 方法在最近邻分类

器下取不同投影轴数时的最优识别结果比较。 

 

图 7   AR 人脸库中某人经过灰度均衡化 
    处理后的 14 幅规范化人脸图像 
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以上实验数据验证了本文提出的算法以及修正方案的

有效性。从图 4 中投影后样本的分布来看，显然图 4(b)所示

的修正的最大散度差鉴别分析比修正之前所抽取的鉴别特

征更加有利于分类。从图 5 中的数据可以发现，此时由于每

类训练样本数较少(为 2)，传统的基于 Fisher 鉴别准则的线

性鉴别分析方法存在“类内散布矩阵奇异”的问题，使得正

确识别率低于 MSLDA 方法。而图 6 中显示，由于训练样本

数相对增加，在类内散布矩阵非奇异的情况下，FLDA 和

UFLDA 方法正确识别率优于 MSLDA 方法。但是从图 5，

图 6 均可以发现，修正后的 MMSLDA 方法的总体识别效果

均优于其他几种方法。这一方面因为采用加权策略后使原始

样本类间距离较小的类在投影后更加分散。另一方面，也使

得类内散布较大的类投影以后更加集中。这在表 2 中都得到

了很好的验证。另外从表 1 和表 2 所示的时间开销来看，本

文方法与 MSLDA 方法相当，好于基于 Fisher 鉴别准则的线

性鉴别分析方法。 

表 2  两种方法在最近邻分类器下最优识别率(%) 
时特征抽取与时间(s)对照表 

识别方法 最优识别率 (投影轴数) 
特征抽 
取时间 

分类时间 总时间 

FLDA 63.98 (38) 76.96 3.40 80.36 
UFLDA 68.74 (39) 115.32 3.50 118.82 
MSLDA 62.86 (48) 63.19 4.08 67.27 

MMSLDA 74.52 (43) 66.23 3.81 70.04 

注：括号内为所取的投影轴数。 

5  结束语 

最大散度差线性鉴别分析从根本上成功地避免了人脸

识别中存在的典型“小样本问题”，本文通过对准则函数的

进一步修正，针对其存在的“次优性”问题做了有效的改进，

提出了一种新的修正的最大散度差鉴别分析方法。实验结果

表明，该方法更加充分地利用了训练样本的类别信息，使新

的鉴别准则所确定的最优投影轴，在物理意义上更加有利于

正确分类。最后在 ORL、AR 标准人脸库上的实验结果验证

了本文算法的有效性。 
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