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一种自动抑制离群点的子空间学习方法 
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摘  要：子空间学习如主成分分析是有效的数据降维方法。但这类方法计算的基向量受离群(outlier)数据的影响很

大，导致降维后的数据不能准确地刻画数据的真实分布。为了减少离群数据的影响，该文提出了一种改进的子空间

学习方法。该方法不需要直接探测离群数据的位置，而且子空间的求解可归结为特征值分解问题，具有全局最优解。

仿真数据上的试验表明该方法是有效的。 
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Abstract: Subspace learning is an effective dimensionality reduction method. However, the resulting basis vectors 
are significantly biased due to the presence of outlier points. Consequently, the transformed data in the subspace 
cannot faithfully describe the intrinsic distribution of the original data. To tackle this problem, a modified subspace 
learning algorithm is proposed. In the algorithm it is not necessary to detect outliers. Moreover, the algorithm is 
reduced to an eignenvalue problem which has a globally optimal solution. Experiments on synthetic data 
demonstrate the effectiveness of the proposed algorithm. 
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1  引言  

在计算机视觉、模式识别和数据挖掘中常常需要计算高

维数据 x∈RD 的低维表示 y∈Rd, 其中 d<D。 例如把大小为

100×100 像素的人脸图像用向量表示，它的维数高达 10000。

这不仅使人脸识别的计算量很大，而且也导致严重的“维数

灾难”。因此，一般都要对高维数据进行降维。子空间方法

是常用的降维手段。它基于这样的事实：虽然原始数据的维

数很高，但一类数据一般通常具有某种属性，使得它们并不

能充满整个高维空间，而是仅位于嵌套在高维空间中一个很

小的子空间中。子空间方法的目的就是根据某种准则，计算

出这个子空间的基向量U=[u1,u2,…,ud]，从而得到数据的低

维表示 y=UTx。 

常用的子空间方法[1]有主分量(成分)分析(PCA)[2]，线性

判别分析(LDA)[3]，独立主分量分析(ICA)[4]等。它们的区别

在于各自不同的目标函数。PCA 是在均方重建误差最小意义

下最优的子空间方法。ICA 是 PCA 的推广，但与 PCA 不同，

ICA 不需要假设数据服从高斯分布，而且能分离出数据的高

阶统计量。PCA 和 ICA 都属于无监督的子空间学习方法，
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而 LDA 则是一种有监督的方法。LDA 的优化目标是使得类

间距离与类内距离之比最大。 

虽然这些方法在不同的场合得到了成功应用，但它们受

离群数据点的影响很大。在计算机视觉的应用中，图像噪声、

配准误差和遮挡等因素都可能导致离群数据，从而“污染”

训练集合，使得到的子空间的基向量偏离理想的基向量。这

是由于在目标函数中离群点的贡献过大。图 1 以 PCA 为例，

假设理想的 4 个数据点分布在一条水平直线上，显然主分量

(基向量)的方向就是这条直线的方向。然而，实际的数据常

常由于某种原因而受到离群点的“污染”。例如图 1 中有一

个离群点，由这个 5 个点组成的数据所得到的基向量会严重

偏离理想的基向量，二者之间的夹角达 90°。因此，减弱离

群点对子空间学习的影响是着重要意义。 

为了消除离群点的影响，最直接的方法是通过某种检测

方法，检测出离群点，然后把它从训练集合中去除。常用的

检测算法可分为基于统计的方法、基于距离的方法、和基于

密度的方法等[5]。但这种先检测后去除的策略不适合人脸识

别等训练样本十分稀疏(小样本)的情况。首先检测算法的精

度有限，错误地去除有效样本对子空间学习的损失很大。很

多情况下，离群数据是由于图像的局部变化造成的，仅仅因 
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图 1  离群点使得 PCA 得到错误的主分量  

为局部原因而放弃使用整个样本，这种做法忽略了其它大部

分区域携带的有用信息。基于 M-estimation 的鲁棒主成分分

析(RPCA)[6,7]虽然可以很大程度上克服上述缺点，但 RPCA

迭代优化过程复杂，计算量大。例如计算 256 幅 120×160

像素的前 20 个基向量需要 3 个小时[6]。而且这种方法也没有

利用类标签信息，不能应用到有监督的子空间学习中。本文

提出了一种简单有效的对离群点不敏感的子空间方法。该方

法不需要直接探测离群数据的位置，而且子空间的求解可归

结为特征值分解问题，具有全局最优解。特别地，它可以很

容易地推广到有监督的子空间学习中。 

2  增加校正项的 PCA 子空间方法 

本节在 PCA 的基础上提出对离群点有抑制特性的子空

间学习方法。 

给定高维训练数据X=[x1,x2,…,xN],其中 xi∈RD,  N 表示

样本的个数。设子空间的 d 个基向量组成的矩阵为U＝[u1 u2 
ud],其中 ui∈RD，d<D。通过变换 yi=UTxi把高维数据X映射

为低维数据 Y=[y1,y2,…,yN]，其中 y∈Rd。U 对 xi 的重建为

ix =Uyi＝UUTxi。PCA 的优化目标是使样本重建的均方误差

最小： 
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不失一般性，假设X中只有一个离群点 xN。则上式可分解为 
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离群点距离孤立于其它按照某种概率分布聚合在一起的数

据，最小化过程中为了使均方误差最小一定更加关注离群

点，也就是说离群点对均方误差之和的贡献比较大。这就导

致最后得到的主分量U (特征值最大的基向量)偏离由无离

群点数据[x1,x2,…,xN−1]计算出的主分量U.*。 

为了校正离群点对均方误差的影响，本文提出在式(1)

后增加一个校正项ϕ(U,X)，得到新的代价函数 J： 
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要求校正项能把U 尽可能地“牵引”到 U*，即使 u 和 u*

的夹角 θ 变小。定义校正项为 
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其中 zi∈RD 由 X 中的 3 个样本(xj，xk，xl)产生，zi是样本

xj 在直线 k lx x 上的投影点，满足 zi=xk+t(xk−xl)，其中

t=[(xj−xl)
T(xk−xl)]/[(xk−xl)

T(xk−xl)]。固定 xj，从剩下的

N-1 个点中可以组合 2
1NC − =(N−1)× (N−2)/2)个无序对(xk，

xl), k.≠l =j。遍历 xj则整个数据集合X可产生 M= 2
1NNC − = 

N(N−1)× (N−2)/2)个投影点。设 Z=[z1,z2,…,zM]。因为 zi
不是由实际的物理过程产生的，因此称它为虚拟样本。下面

计算式(2)的最优解，校正项ϕ.作用的直观解释见第 4 节。 

把式(4)代入式(3)中，并令矩阵AD×(M+N)=(X,Z)得到： 
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为了求得唯一解增加正交约束项 UTU=I，并利用拉格朗日

乘子，于是有： 
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其中 ei∈Rd,表示第 i 个元素为 1 但其它元素都为 0 的向量。

求 L(U)对 U 的导数并令其为 0，得到如下的特征值分解形

式： 
T =AA U UΛ                  (7) 

其中Λ =diag(λ1, λ2,…, λd)。 

式(7)的形式和传统的 PCA[2]一样，区别在于式(7)是对

扩充的样本A的协方差矩阵AAT进行分解，而传统的 PCA

是对原始样本X的协方差求解。由于在本方法中，并没有直

接寻找离群点的位置。因此是一种自动的方法。而且子空间

的求解可归结为标准特征值分解问题，具有全局最优解。 

3  对传统 PCA 的正则化 

注意到训练矩阵AD×(M+N)=(X,Z)由原始的训练样本X
和虚拟样本 Z组合而成,共有 M+N= N(N−1)×(N−2)/2+N 

个样本，因此矩阵A占用很大的存储空间，而且使得协方差

矩阵 'C =AAT 的计算复杂度比传统的 PCA 协方差矩阵

C=XXT高很多。本节将表明上一节所提出的方法等价于对

传统 PCA 的一个正则化处理，虚拟点的信息可以包含在一

个稀疏矩阵中，从而可以大大节约存和计算开销。如果把C
表示成C=XXT= XIXT，其中 IN×N是单位阵，则有： 

T T( )= = +C AA X I R X′         (8) 

其中RN×N在本文称为正则矩阵。显然计算X(I+R)XT比计

算 AAT 所需的存储量和计算量要少很多。更重要的是

X(I+R)XT 表明本文提出的对离群点鲁棒的子空间方法实

质上是对传统的 PCA 方法的一个正则化，即对单位矩阵的

正则化。下面阐述矩阵R的计算过程即式(8)的推导。 

不妨设投影点 z1是由原始样本在 1 2x x 上的投影得到的，
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即 z1=x1+t(x2−xl) ， 其 t.=[(x3−x1)
T(x2−x1)]/[(x2−x1)

T 

(x2−x1)]。下式表明可以用矩阵X来表示 z1: 
1 1 2 1

1 2 3 1
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其中向量(s1)N×1=[(1-t) t 0 … 0]T最多有两个非零元素，称

它为选择向量。同样地，每个 zi 都一个 si 与之对应，使得

si= Xsi，i=1,2,…,M。因此有Z=XS成立。称SN×M =[s1,s2,…, 
sM]为选择矩阵。S是一个稀疏矩阵，它的每一列最多有两个

非零向量。利用选择矩阵，可以简化协方差矩阵AAT： 
T T
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令 R≡SST，就可由式(10)得到式(8)。因为 S 是十分稀疏的

矩阵，所以式(9)的存储和计算开销比较小。 

4  直观解释和仿真试验 

虽然上两节分别表明本文所提方法是在 PCA 基础上增

加一个校正项或对 PCA 的正则化得到的。但还没有从理论

上显式地证明该方法对离群点的鲁棒性。尽管如此，直观解

释和仿真试验有助于理解所提方法的合理性，并对将来的理

论证明有启发作用。 

注意到本文方法的主要特点是增加了虚拟点 zi。因此，

需要观察虚拟点在子空间主分量计算中的作用。若真实的主

分量方向为 u，而实际求得的方向为 v，则可以用 u和 v的
夹角 θ衡量 v的准确度。 θ越小，越准确。在图 2 中，为了

便于说明问题，假设理想的 4 个二维数据点(用“ ”表示)

位于一条直线上，显然水平方向就是它们的主分量 u。由于

某种扰动，产生了一个离群点，它位于 4 个理想点之上。这

5 个点产生的虚拟点 zi 用“*”表示。在图 2(a)和 2(b)中，

离群点偏移量较小，影响不大，所以两种方法都能找到正确

的主分量。但是随着偏移量的增大(如图 2(c)和 2(d))，离群

点的影响也就变大(公式(2))，传统的 PCA 得到的 v(虚线表

示)严重偏离水平方向 u，二者的夹角达 90°。而在本文的方

法中，由于虚拟点主要集中在真实主分量 u附近，使得最终

计算出的 v(实线表示)与 u的夹角达 0°，表明本方法的能够

自动探测到离群点，并消除它的影响。需要指出，本方法对

离群点的抑制作用是有限度的。例如当离群点偏离理想数据

过远时(如图 2(e))，本方法和传统的 PCA 方法一样都不能得

到最优的主分量。这是由于离群点引起的平方项在式(5)中占

的比重太大，以至于引入的虚拟点(校正项)不足以抵消离群

点的作用。 

除了从虚拟点的分布情况来解释外，还可以从最近邻特

征线[8]的角度理解。虽然最近邻特征线分类方法(NFL)和本

文方法分属子空间学习(数据降维)和分类器两个不同范畴，

但二者都使用了虚拟点，增强了算法的泛化能力。NFL 使用

虚拟点增强样本的表达能力，而本文则使用虚拟点来抵消离

群点的影响。 

 
图 2  本文方法与传统 PCA 对离群点的敏感性对比， 

虚拟点 zi 用“*”表示 

5  在 LDA 上的推广 

Fisher 线性判别分析 LDA 也易于受离群点的影响。这

一节把增加虚拟点以削弱离群点影响的方法引入到LDA中，

使新的 LDA 更加稳定。 

5.1 在 LDA 上推广 

给定 C 类问题，每类有 Ni 个样本。第 i 类样本的标签

为 l(i)，均值为 ui。所有样本的均值为 u。经典的 LDA 在正

交约束下，使类间散布与类内散布之比最大： 
T
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上式中 Sb称为类间散布矩阵，Sw为类内散布矩阵， i
wS

为第 i 类样本的类内散布矩阵。为了增强 LDA 对离群点鲁

棒性，借鉴第 2 节的方法，首先对每类样本增加虚拟样本扩

充训练样本，然后在扩充后的训练样本上实现上述 LDA。当

然，实际计算时可以像第 3 节提出的方法那样，不需要显示

地计算出虚拟样本，而是把虚拟点的信息涵盖在一个稀疏矩

阵中。 

图 3 示意出了本方法的优越性。在该图中有两类样本，

分别用“Δ”和“ ”表示。每类均有 4 个正常的数据。显然，

用正常数据求出的鉴别向量 u为与水平方向平行。现在给第

一类增加一个离群点，例如图 3(a)的离群点在左上角。对“污
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染后”的数据分别采用传统的 LDA 和本文的 LDA(增加虚

拟点)计算鉴别向量 u和 u′。图中 u和 u′分别用实线和虚线

表示。可以看到在图 3(a)和 3(b)中，u′和水平方向的夹角非

常小，表明本文的方法受离群数据的影响很少。对比之下，

u 和水平方向的夹角却非常大，说明离群点对传统 LDA 影

响十分明显。在图 3(c)中，虽然 u′和水平方向之间有相当大

的夹角，但它还是显著小于 u和水平方向的夹角。总之，本

文的方法无论对无监督学习的PCA和有监督学习的LDA在

对离群点的抑制方面都有显著的改善。 

 
图 3  本文改进的 LDA 与传统 LDA 对离群点的敏感性对比 

5.2 在人脸识别中的应用 

实验采用了 FERET 人脸数据库[9]的一个子集。该子集

由 197 个人的 1394 幅图像组成。每人 7 幅(如图 4 所示，已

归一化)，它们的文件名分别标以字符“ba”, “bj”,“bk”, “be”,  

“bf”, “bd”, 和“bg”。从 7 幅图像中随机选取 3 幅用作训

练，其余的 4 幅用作测试。我们做了 15 次上述随机实验，

于是有 15 个不同的训练集和测试集。最后取它们的平均

识别率。 

 

图 4  ERET 人脸图像举例 

表 1 列出了 PCA、LDA 和本文方法在使用最近邻(NN)

分类器和最近邻特征线(NFL)分类器的识别率。实验中 PCA

使用的特征数为 430，LDA 使用了 196 个特征，而本文所提

方法的特征维数为 108。数据表明本文的降维方法结合 NFL

分类器的识别率比 PCA+NFL 高 24.16%，比 LDA+NFL 也

要高 12.6%。显然，这种改进的 LDA 方法优于其它方法。  
表 1   人脸识别率比较 (%) 

PCA+NN PCA+NFL LDA+NN LDA+NFL 
本文方法

+NFL 

49.22 57.51 67.30 69.41 81.67 

6  结束语 

为了减弱离群点对子空间学习的影响，提出了对 PCA

的代价函数增加一个修正项的方法。该方法等效于增加很多

虚拟点，由于这些虚拟点聚集在理想的主分量附近，因此把

实际计算得到的主分量拉向理想的主分量。为了减少增加虚

拟点带来的额外存储和计算开销，提出了用一个稀疏矩阵来

涵盖虚拟点的方法。而且仿真试验和人脸识别实验均表明，

该思想也可以改善 LDA 的性能。与本文思想比较接近的是

最近邻特征线分类方法[8]，虽然二者分属子空间学习(数据降

维)范畴和分类器范畴，但二者都使用了虚拟点，增强了算法

的泛化能力。今后将进一步探究本方法的理论机理，并且在

更多的数据集上测试它的有效性。 
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