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基于均匀圆阵的模式空间矩阵重构算法 
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摘  要：该文提出了一种新的均匀圆阵解相干方法，这里称为模式空间矩阵重构算法(MODE-TOEP)。该算法对

均匀圆形阵列(UCA)的输出信号进行模式激励，使其成为模式空间内的虚拟阵列(VULA)；在此基础上重构一个

Toeplitz 矩阵，成功地估计出相干源的来波方向。MODE-TOEP 算法不需要进行平滑计算，从而减少了计算量。

计算机仿真实验表明 MODE-TOEP 算法比传统的模式空间平滑类算法(MODE-FSS，MODE-FBSS)有更好的估计

性能。 
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The MODE-TOEP Algorithm Based on Uniform Circular Array 
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Abstract: The MODE-TOEP algorithm is proposed to estimate DOA of coherent signals on a Uniform Circular 
Array (UCA). Firstly, the mode excitation method is used to transform the UCA in element space into a virtual 
ULA (VULA) in mode space. Then a Toeplitz matrix can be reconstructed to estimate DOA of coherent signals 
successfully. MODE-TOEP algorithm has less computational burden due to non-spatial smoothing. Simulation 
results show that MODE-TOEP algorithm is effective and has a better performance compared with conventional 
MODE-SS algorithm. 
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1  引言  

智能天线利用移动用户之间的空间差异来实现通信容

量倍增，各用户的DOA作为反映用户空间位置的重要参量在

智能天线系统中扮演着重要角色。在实际移动环境中，同一

移动用户信号经过各种反射体形成的多径信号，通常被认为

是相干的；由于相干多径的存在，采用传统的MUSIC算法[1]

和ESPRIT算法[2]都无法正确地估计各多径的DOA。对于均

匀线阵，虽然有空间平滑法[3−5]、子空间平滑法[6]等可以估

计相关信号源的DOA，但是这些解相关方法却不能直接用于

均匀圆阵中。针对这个问题，文献[7−9]中提出把均匀圆阵转

换为虚拟均匀线阵的方法，由此得到的虚拟均匀线阵与普通

均匀线阵一样，具有平移不变性，从而可以运用空间平滑去

相关，但是进行空间平滑的同时也增加了计算量。再者，由

于在智能天线系统中，事先并不知道信号源的相关情况，因

此无法确定平滑次数。 

文中提出一种新的均匀圆阵相干源DOA估计算法—

MODE-TOEP算法，该算法在模式空间变换和改进的

                                                        
2006-06-01 收到，2006-10-16 改回 

MUSIC算法[10]的基础上，成功地估计出来波的方向。不同

的是改进的MUSIC算法是基于对称的均匀线阵(ULA)提出

的，而MODE-TOEP算法成功地将其用于均匀圆阵，很好地

解决了均匀圆阵中相干信源的DOA估计问题。与模式空间平

滑类算法相比该算法不但解相干能力强、分辨力高、信噪比

门限低、可以估计更多的相干源，而且由于不需要进行平滑

计算，减少了计算量。 

2  数据模型及阵列预处理 

假设天线阵是在 平面上的一个半径为 r 的圆阵，圆

周上均匀地分布着各向同性的M 个阵元，并选取圆阵天线

的圆心为参考点，采用球面坐标表示入射平面波的波达方

向。如图 1 所示。 

xy

 

图 1 均匀圆阵模型 

 



第 12 期                        高书彦等：基于均匀圆阵的模式空间矩阵重构算法                              2833 

信源俯角 [0, 2]ψ π∈ 是原点到信源的连线与 z 轴之间

的夹角，方位角 则是原点到信源的连线在 平面

上的投影与 轴在逆时针方向上的夹角。这样，阵列的第

个阵元与 轴的角度就可以表示为

[0,2 ]θ ∈ π xy

x m

x 2m m Mγ π= ，该处的位

置 向 量 为 。 考 虑 一 波 数 为( cos , sin ,0)m mr rγ γ=p m

0 2k π λ=  (λ 为波长)的窄带平面波，在方向 (其仰角和

方位角分别为 和 )上的传播。r̂ 为单位向量，其笛卡儿坐

标 。某个时间，在原点与在

第 个阵元接收到的信号复包络之间的相位差为

，其中 。所以，均匀圆

阵的方向向量为 

ˆ−r
ψ θ

ˆ (sin cos , sin sin , cosψ θ=r ψ θ

ψ

1

i

x t s t n tθ
=

= +∑a 0,1, , 1M= −

t

)ψ
m

ˆ cos( )m mjk j
m e e ξ θ γ−= =ϕ rp

0 sink rξ =

0 1cos( ) cos( ) cos( ) T( ) ( , ) [ , , , ]Mj j je e eξ θ γ ξ θ γ ξ θ γθ ξ θ −− − −= =a a  (1) 

这里，只讨论所有信源都与阵列共面的情形，即

。假设有 个窄带平面波入射，在第 t 次快拍，第

个阵元的接收数据为 

/2ψ π= N

m

1

( ) ( ) ( ) ( )
N

m i i m ，m    (2) 

式中 为阵列接收的第 i 个信号； 为某一方向的导向

矢量； 为背景噪声，则在第 t 次快拍总的接收数据为 

( )is t ( )iθa

( )mn t
T

0 1 1( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mt t t x t x t xθ −= + =X A S N    (3) 

式中 为 维的阵列流形矩

阵； 为接收天线参考点的接收信

号； 为均值为零的复高斯白噪

声；其协方差矩阵为 ， 为噪声的方差，

1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Nθ θ θ θ=A a a a M N×
T

1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Nt s t s t s t=S
T

0 1 1( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mt n t n t n t−=N
2σ I 2σ I 为单位矩阵。 

由上面知识可知，均匀圆阵的阵列流形矩阵 不符合

Vandermonde 结构，这使得许多适用于均匀线性阵列的估计

方法不能直接用于均匀圆形阵列。为了解决这一问题，类似

文献[7−9]，这里运用模式激励法将阵列的输出进行变换使得 

( )θA

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t tθ= = +X TX A S N t

h

            (4) 

式中 
1 /M−=T J F                  (5) 

H
1[ , , , ]k k k− − +=F w w w        (6) , ,0, ,k h= −

H2 / 2 ( 1)/[1, , , ]j k M j k M M
k e eπ π −=w          (7) 

{ }diag 1 ( )k
kj J β=J               (8) 

其中 为模式激励的最大模式数； 为 k 阶第

一类贝赛尔函数。 

2 /h rπ λ≈ ( )kJ β

当满足阵元数 时，变换后的阵列流形具有下

面的近似形式： 

2M h> +1

⎥
⎥

1

k t

h

1

1

( )

N

N

jh jh

jh jh

e e

e e

θ θ

θ θ

θ

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢= ⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A             (9) 

可以看出：均匀圆阵经模式空间转换成的虚拟均匀线阵

与普通均匀线阵相似，具有平移不变性，从而可以运用解相

关算法进行相干源的 DOA 估计。 

3  MODE-TOEP 算法 

改进的 MUSIC 算法是一种有效的去相干方法，它适用

于对称的均匀线阵中，所幸的是由第二部分讨论可知，均匀

圆阵经模式空间变换可以得到一个具有 个模式

元素的对称虚拟均匀线阵，阵元间距为d ，如图 2 所示。以

虚拟均匀线阵的中央阵元为参考阵元，并以这个阵元为对称

点，两边各有h 个阵元。假设有 N 个相干信号入射，则第 k

个阵元上的接收数据为 

2K h= +

1
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i
N N

jk jk
k i k i

i i

x t s t e n t s t be nθ θ

= =
= + = +∑ ∑ ， 

                 (10) , ,0, ,k h= −

式中 ， ， ， ，

分别为各信源相对 的幅度衰落因子和相位差。 

ij
i ib e θρ Δ= 1,2, ,i N= 1 1ρ = 1 0θΔ = ,i iρ θΔ

1( )s t

 

图 2  虚拟均匀线阵阵列模型 

根据式(10)可得参考阵元的接收数据为 

0 0 1
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N

i
i

x t s t n t s t n tη
=

= + = +∑ 0

k

1 1
1

N

i i i
i

b Pb Pbη
=

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑
*

    (11) 

其中 。 
1

N

i
i

bη
=

=∑
对于以上的阵列接收信号，定义以下相关运算： 

* 2
0 0

1

( ) [ ( ) ( )] i
N

jk
k i

i

r k E x t x t c e θ σ δ−

=
= = +∑       (12) 

式中c ；[*]为共轭运算；  

； 为中央阵元的噪声协方差，

。需要注意的是由于经过模式变换，式(12)

中噪声功率发生了变化。 

* *
i 1 1[ ( )P E s t=

*
1( )]s t⋅ 2

0 0[ ( ) ( )]E n t n tσ =

0

1, 0

0, 0k

k

k
δ

⎧ =⎪⎪⎪= ⎨⎪ ≠⎪⎪⎩

从而可构成包含各信号波达方向信息的Toeplitz矩阵 ： CR

H 2
1

(0) (1) ( )

( 1) (0) ( 1)

( ) ( 1) (0)

( ) ( )

C

t t h

r r r h

r r r h

r h r h r

θ θ σ +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
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⎢ ⎥
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R
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其中 

1

1 2

1 1

( ) [ ( ), ( ), , ( )]

N

t t t t N

jh jhe eθ θ

θ θ θ θ
− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A a a a  (14) 

由(14)式可知， 符合 Vandermonde 结构，只要( )t θA
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(i j i jθ θ≠ ≠ )

( ( ))t Nθ= =A

v v v

，它们的各列线性无关， 。

又因为 ，只要各信号均不为 0 ，即

，则 C 满秩，这样 的秩与信号相关性无关，则

，因此达到了去相干的目的。

对 进行特征值分解，它将有N 个大特征值， 个

小特征值(对应为 )。如果令他们对应的特征向量分别为

， ，Φ 构成信

号子空间，

rank( ( ))t Nθ =A

1 2diag( , , , )Nc c c=C

ic 0≠ C

rank( ) rankCR

CR 1h N+ −
2σ

1 2, , , Nv v v 1 1, ,N h+ +v v { }1 2span , , ,s N=

{ }1span , ,n N+ += v vΦ 1h 构成噪声子空间，则可

类似于 MUSIC 算法构成空间谱： 

HMODE-TOEP 2
1

( )t n

P
θ

=
a E

           (15) 

式中 ，于是， 的N 个峰值对

应于入射信号的 DOA 值 ( )。 
1 1+[ , , ]n N h+=E v v

iθ
MODE-TOEPP

1,2, ,i N=
由以上推导中可以看出，MODE-TOEP 算法是改进

MUSIC 算法的一种特殊情况，不同的是这里的对称均匀线

阵是由均匀圆阵通过模式变换得到的虚拟均匀线阵。

MODE-TOEP 算法成功地将改进 MUSIC 算法用于均匀圆

阵，很好地解决了均匀圆阵相干源的 DOA 估计问题。 

通过上述的讨论，可以将该算法总结如下： 

(1)通过模式激励法对均匀圆阵的接收数据加以变换，即

根据式(4)-式(8)得到变换后的数据 ； ( )tX

(2)选择虚拟均匀线阵的中央阵元为参考阵元，根据式

(12)、式(13)构造矩阵 ； CR

(3)对重构的 Toeplitz 矩阵 进行特征值分解，得到数

据的信号子空间与噪声子空间； 
CR

(4)根据式(15)进行 DOA 估计。 

对于 MODE-TOEP 算法需要注意的是： 

(1)在构造矩阵 时，此时的阵列的导向矢量变成

； 
CR

T( ) [ , ,1, , ]i ijh jh
i e eθ θθ −=a

(2)进行谱搜索过程中，阵列流形已经变为式(14)的形

式，此时的阵列流形维数变为 ( )1h N+ × 。 

由以上分析可以得出，经过模式空间变换后，模式空间

平滑算法需要K2次乘法(矩阵自相关运算)，L1次(L1为平滑次

数)加法以及 1 次除法才可得到需要的前后向平滑协方差矩

阵；而运用MODE-TOEP算法只需要K次乘法(如式(12)的相

关运算)即可得到 ，运算量明显减少。再者，模式空间平

滑过程中，噪声协方差阵已发生变化，不再是空间白噪声，

因此需要进行广义特征值分解得到噪声子空间

CR

[9]；而由式(13)

可以看出，采用MODE-TOEP算法过程中，噪声协方差阵为
2

1hσ +I ，仍然是空间白噪声只是其功率有所变化，因此只需

常规特征值分解即可得到噪声子空间，运算复杂度相比模式

空间平滑算法进一步降低，更利于工程实现。 

4  算法仿真与分析 

为了验证 MODE-TOEP 算法的有效性，这里进行了仿

真实验。实验中所使用的阵列天线为 10 阵元的均匀圆阵天

线，系统的中心频率为 0.3GHz，半径为 ，最大相位

模式h =3，该阵元可激发 7 个相位模式，即可以形成阵元数

为 7 的虚拟均匀线阵。快拍数均取 200。运用模式平滑算法

时均进行了 3 次平滑。 

1.5 /λ π

实验 1  MODE-TOEP，MODE-FSS，MODE-FBSS 

3 种算法的空间谱。 

图 3 为不同条件下 MODE-TOEP 算法，MODE-FBSS

算法和 MODE-FSS 算法的空间谱与 DOA 的关系。图 3(a)

为两个等功率的相干源，入射角分别为 0 , ，信噪比(SNR)

为 20dB。图 3(b)为 3 个等功率的相干源，入射角分别为

，信噪比为 20dB。 

20

10 ,30 ,60−
由实验 1 的仿真中可以得出如下结论：由图 3(a)可以看

出，MODE-TOEP 算法可以成功地估计出相干源的 DOA，

说明了该算法的有效性；从图 3(b)中可知，MODE-TOEP

算法能够成功估计 3个相干源而模式空间平滑算法不能正确

分辨来波方向，说明该算法可以估计的相干源数目比模式空

间平滑算法多，解相干能力较强。 

 

  (a) 两个等功率的相干源        (b) 三个等功率的相干源 
图 3  不同条件下 3 种算法的空间谱与 DOA 的关系 

实验 2  3 种算法的统计性能比较。 

仿真中进行了 200 次 Monte-Carlo 实验。图 4(a)为 3 种

算法的 DOA 估计成功概率与信噪比的关系曲线。其中两相

干源间隔为 。当最大估计偏差低于两相干源间隔的 0.2

倍时，认为成功。图 4(b) 为信噪比为 20dB 时，3 种算法的

DOA 估计成功概率与信源角度间隔的关系曲线。图 4(c) 为

3 种算法的均方误差根与信噪比的关系曲线。 

20

由实验 2 的仿真中可以得出如下结论：由图 4(a)中曲线

可以看出，随着信噪比的增加 3种算法的成功概率越来越大，

相对而言，MODE-TOEP 算法的成功估计概率最高，而

MODE-FSS 算法的成功概率最低，说明 MODE-TOEP 算法

比模式平滑算法有相对较低的信噪比门限。由图 4(b)中曲线

可以看出，随着信源角度间隔的增大，3 种算法的成功概率

越来越大。相比之下，MODE-TOEP 算法在17 就可达到很

好的性能，而模式空间平滑类算法在 才达到相同的效果，

说明相同条件下该算法的分辨力相对较高。由图 4(c)中曲线

可以看出，当信噪比低于 14dB 时，MODE-TOEP 算法的均 

20
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模式空间平滑算法不但有较高的精度和分辨力，而且有更低

的信噪比门限和更强的解相干能力。估计性能明显优于模式

空间平滑算法。 

5  结束语  
[10] 韩芳明, 张守宏. 用改进的MUSIC 算法实现相干多径信号分

离[J]. 系统工程与电子技术, 2004, 26(6): 721-723. 

Han Fan-ming, and Zhang Shou-hang. Separation of coherent 

multi-path signals with improved MUSIC algorithm [J]. 

Systems Engineering and Electronics, 2004, 26(6): 721-723.  

 

本文提出了一种新的圆阵相干信号的 DOA 估计方法。 

该算法运用模式激励法，将均匀圆形阵列的阵列流形转化为

模式空间内的 VULA，在此基础上重构一个 Toeplitz 矩阵,

使其秩只与信号的波达方向有关,而不受信号相关性的影响，

从而达到去相关的目的。虽然也降低阵列的有效孔径，但是

MODE-TOEP 算法不需要平滑，运算量小，计算机仿真结

果验证了该方法的有效性, 与模式空间平滑类算法相比该算

法不但精度高、分辨力高，而且有更低的信噪比门限和更强

的解相干能力。 
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