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采用线性迫零接收机的多天线多用户分集性能分析 

曾二林 朱世华 廖学文 
(西安交通大学电子与信息工程学院  西安  710049) 

摘  要：采用线性迫零接收机的多天线系统中，同时传输的多个数据流，其信噪比并不相互独立，这使得分析多用

户分集的性能非常困难。该文通过分布假设检验和最大似然参数估计方法，采用伽马分布逼近所有数据流信噪比最

大、最小值以及均值的概率分布，并基于此进一步分析了多天线多用户分集的系统性能。仿真结果表明，前述逼近

的准确度较高，该文的分析方法能够较好地衡量多用户分集增益的大小。 
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Performance Analysis of Multiuser Diversity for MIMO Systems  
with Linear Zero-Forcing Receiver 

Zeng Er-lin   Zhu Shi-hua   Liao Xue-wen 
(School of Electronics and Information Engineering, Xi’an Jiaotong University, Xi’an 710049, China) 

Abstract: In multiantenna systems exploiting linear zero-forcing receivers, the Signal-to-Noise Ratio (SNR) on each 
of the simultaneous sub-streams is not independent with each other. This makes the performance analysis of the 
multiuser diversity much more difficult. By means of hypothesis testing and the maximum likelihood parameter 
estimation, this paper uses the Gamma distribution to approximate the probability distribution of the maximum, 
the minimum and the mean value of the SNRs on all the streams. Based on this, the performance of multiuser 
diversity for multiantenna systems is analyzed. Simulation shows that the aforementioned approximation closely 
matches the real distribution and the analysis provides a good estimation on the multiuser diversity gain. 
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1  引言  

多输入多输出(MIMO)系统由于其容量的优势，近年来

受到广泛关注。在发送端以空分复用(spatial multiplexing)

的方式同时发送多个独立的数据流[1]，可以提升频谱效率。

研究表明，采用线性迫零接收机对空域复用信号进行检测

时，各数据流间的相互干扰以及噪声都会带来容量的损失[2]。

特别是，在信道响应矩阵呈现病态时，链路的误码性能将急

剧恶化。 

文献[3]从另一个角度看待无线信道的衰落，认为在多用

户无线通信系统中，蕴藏着“多用户分集” (multiuser 

diversity)。其实质在于通过调度，将信道资源分配给瞬时信

道条件最好的用户，从而提升系统的吞吐量。Heath等学者

认为[4]，将多用户分集引入空域复用的MIMO系统中，利用

用户所经历衰落的相互独立性，可以有效地补偿病态信道矩

阵对系统容量的不利影响。 

本文研究对象是采用线性迫零接收机的多天线多用户

分集性能。由于同时传输的多个数据流，其信噪比并不相互

独立，使得分析多用户分集的性能非常困难。本文通过分布
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假设检验和最大似然参数估计方法，采用伽马分布逼近所有

数据流信噪比最大、最小值以及均值的概率分布，并基于此

进一步分析了采用多用户分集的系统性能。利用卡方实验验

证了前述逼近的准确性。仿真实验结果表明，本文的分析能

较好地衡量多用户分集增益的大小。 

2  系统模型及分析 

2.1 系统模型 

考虑一个多用户多天线系统。设用户总数为 ，基站和用

户天线数分别为M 和N 。设发送功率固定为 ，并在各发射

天线间平均分配。每个调度周期中，基站在各用户所提供的反

馈信息的辅助下，采用某种调度策略完成空域信道的分配。 

K
sE

若在时刻 t ，信道被分配给用户 k ，则其接收信号可以

表示为 

( ) ( ) ( ) ( )s
k k k

E
t t t

M
=r H s nk t+         (1) 

其中 为N 维信道矩阵，各分量为独立同分布、均值  

为 0、实部和虚部方差均为 0.5 的复高斯随机变量；采用空分复

用的方法并行发送多个数据流，即 为用户k 对应的 维

发送符号向量，各分量的平均能量为 1； 为 维白噪声

向量，其分量为均值为 0、方差为 的独立复高斯随机变量。

假设信道为准静态平坦瑞利衰落，即信道在一帧内保持不
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变，帧间独立地变化。假设接收端已知信道状态信息，且反

馈链路的带宽受限，终端只对部分信息进行反馈。 

2.2 迫零接收机的性能 

为了叙述简单起见，以下省略时间坐标 。采用线性迫

零处理后，用户 的接收信号可以表示为 

t

k

唵 �ˆ s s
k k k k k k k

E E
M M

= + = +s H H s H n s Hk kn

= n

    (2) 

其中 为 的伪逆。令e H ，则在用户 接收机第

个数据流上的噪声功率为

†
kH kH †

k k k k

i ( )H

,k k i i
ε⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦e e ，其中 表示求均

值；[ ] 表示矩阵的第 i 个对角元素，则用户 k 第 i 个数据流

上的信噪比为
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其中 表示发送 的第 i 个元素； 为复

Wishart 矩阵，其分布为 ； 为矩阵W
对角元素 的代数余子式。根据 Wishart 分布的性质和代 
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H
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数余子式的定义，
( )det

det( )ii

d = W
W

为自由度为 ( )2 1N M− + 的

卡方随机变量。若令 0sE Nρ = ，则 的概率密度函数可

表示为

,k iγ
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由式(2)，不同数据流 i 、 j 上的噪声的相关系数为 
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其中 , 表示 的第 i 个分量。不同数据流的噪声

是相关的，所以对不同 i ， 并不相互独立。求取 , 
,k ie [1,i N∈ ke

,k iγ ,k iγ
[ ]1,i M∈ 的联合分布非常复杂，这为研究容量的分布特性带

来了困难。为了较准确地分析多用户分集的容量增益，下文

将从各数据流信噪比最大、最小值以及平均值的概率分布出

发，对前述问题进行探讨。 

3  采用线性迫零接收机的多天线多用户分集性能 

定义 ，最小值 ，均值max
,[1, ]

maxk i M
γ

∈
= k iγ i
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γ γ

∈
=

,
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=

= ∑ i 。分析 和 的概率分布需利用顺序统

计量理论

max
kγ min

kγ

[6]求取 , ,k iγ [ ]1,i M∈ 的联合分布，该问题求解很困

难。以下利用特定参数下的伽马(Gamma)分布对 ，

以及

max
kγ min

kγ

kγ 的概率分布进行逼近。参数为α 和 的伽马分布概

率密度函数为

β
[6]
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其中 表示伽马函数。不妨用( )iΓ ( ),G α β 表示式(6)中的概率

分布。随着α 和 β 的变化， 提供了一大类波形。例

如：自由度为 的卡方分布 ；又如埃尔朗分布

， 。特别地，当数据流个数为 1， ，

以及

( ,G α β)

)n ( /2,2G n

( ),1/G n nμ 0μ > max
kγ

min
kγ kγ 都服从卡方分布；另一方面，当n 从 1 变化到

无穷大，埃尔朗分布从随机的指数分布过渡到确定的常数分

布，这与多用户分集的渐近特性[7]相似。下面首先用最大似

然参数估计法对α和 β 进行估计，然后利用卡方实验检验前

述逼近的准确程度，最后基于分布假设分析多用户分集的系

统性能。 

3.1 最大似然参数估计 

假设 , 为一组独立同分布的伽马随机变

量，具有未知的参数α和 β 。构造对数似然函数： 
iX [1, ]si ∈ N

,iα β α β
=

= =∏( ) ( )1 2,
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, ; , ln ;
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其中 为各随机变量的样本值； 由式(6)给

出。利用最大似然参数估计，令 
ix ( ); ,i if X x α β=

/ 0, /L Lα α β βα β ∧∧
=∂ ∂ = ∂ ∂ = 0=         (8) 

将式(6)，式(7)代入式(8)得 
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将式(10)代入式(9)得 
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ˆ

S SN N'

i i
i iS S

x x
N N

αα
α = =

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟− = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
∑ ∑Γ

Γ
   (11) 

依据式(2)，式(3)通过蒙特卡罗仿真选取随机变量的 个样

本，代入式(10)，式(11)可得 和 的估计。考虑到数值计

算复杂度，用

SN

α β
( )αΓ 的近似公式 [8]对式(11)进行简化，即

( ) 0.52 a aa aπ − −≈Γ e 。 

3.2 利用卡方实验进行分布假设检验 

采用卡方实验法[6]检验 3.1 节中分布假设的准确程度。以

检验 的分布为例来说明。首先按 3.1 节的描述，计算 和

的最大似然估计

max
kγ α

β α和β 。建立假设 ： 服从

所描述的伽马分布；以及 ： 并不服从 所描述

的伽马分布。依据式(2)，式(3)，通过蒙特卡罗仿真选取 个

样本，将样本值按大小分为 10 组，并计算卡方统计量 
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其中 为落入第 i 区间的样本数； 为落入第 i 区间的样本

数的期望值，即 
iU iV

( ) ( )( )1i S i iV N F L F L+= −          (13) 

其中 为第 i 区间的下限； 表示所假设分布的累积概

率密度函数。假设给定的显著水平为 ，查表可得卡方概率

密度的上侧分位数 (在本节所描述的情形下，卡方变量

的自由度为 7)。若式(12)中的卡方统计量满足 ，

则接受假设 ；否则拒绝 。 

iL ( )F x

σ
( )2 7σχ

( )2 2
stat 7σχ χ<

0H 0H

作为示例，图 1 比较了伽马分布理论曲线与由蒙特卡罗
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仿真所得到 和 的统计结果。设 dB， ，

，样本点 ，伽马分布的参数由 3.1 节中的算

法估计所得。显然，理论曲线和仿真所得的信噪比分布能够

很好地吻合。在第 4 节中将给出大量卡方实验结果，以验证

前述逼近的准确性。 

max
kγ min

kγ 20ρ = 6M =
6N = 510SN =

 

图 1 伽马分布理论曲线与蒙特卡罗仿真结果的比较 

3.3 多用户分集的性能分析 

文献[4,9]等所给出的几种多用户分集方案依次为：Max 

ZF，Best stream, Max min。Max ZF 选择采用迫零线性接

收机时，获得容量最大的用户，容量如下式所示 

( )1 2 1[1, ] H1 0
,
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M

s

k K i k k
i i
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该方案需要的反馈信息是各用户的瞬时容量大小。Best 

stream 在所有用户的所有数据流中选择使得容量最优的M

个，其容量可表示为 

( )2 2 1[1, ] H1 0
,

1log 1 max
M
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      (15) 

该方案所需要的反馈信息是所有数据流的瞬时信噪比大小。

Max min 选择最差数据流(即瞬时信噪比最小的数据流)信噪

比最大的用户，该方案的容量如式(16)所示。 
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M
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       (16) 

该方案所需要的反馈信息是各用户最差数据流的瞬时信噪

比大小。 

采用Best stream要求各用户反馈所有数据流的信噪比大

小，该方案反馈、前馈信息均是其他两个方案的 M 倍；此外，

被选择的用户需采用迫零检测(其复杂度与同时检测 M 个数

据流基本相同)来检测被分配的单个数据流，所有用户的平均

接收处理复杂度增加了 M 倍。相对于 Best stream，其余两种

方案能够获得反馈、前馈信息、复杂度和系统性能的较好折

衷，下文主要分析 Max ZF 以及 Max min 的容量性能。 

直接分析 的概率分布较困难。可以利用 log 函数的凸

性，对其进行适当放大，即 
1C
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根据式(14)、式(16)，对次最优的多用户分集方案 Max min，

用式(17)中的 ， 作为 的上界。并且可以根据式(16)

构造 的下界，即 
1uC 2uC 3C

3C

( )3 2 1H0
,
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假定 ， 以及max
kγ min

kγ kγ 分别服从 ，( ) ( )1 1
ˆˆ= ,f Gγ α β1

( ) ( )22 2= ,f Gγ α β 和 ( ) ( )33 3= ,f Gγ α β 所描述的伽马分布(设

累计概率密度函数分别为 ( )1F γ ， ，F )。由式(17)，

Max ZF 的各态历经容量满足 

( )2F γ ( )3 γ

γ( ) ( ) ( )1 2 20
du uC C C gε ε γ

+∞
≤ = ∫       (19) 

其中 ( )g γ 为 的概率密度函数。根据顺序统计

量理论

max

[1, ]
max kk K

γ γ
∈

=
[6],对 ，[1, ]k K∈ ( )g γ 满足 

( ) ( )( ) ( )1
1 1

Kg K F fγ γ −= γ

)

γ

        (20) 

同理，可以根据 和 求得较紧的上界 ，此

处不再赘述。 

( )3F γ ( )3f γ ( 1uCε

由式(18)可得 

( ) ( ) ( )3 0
dl lC C C hε ε γ

+∞
≥ = ∫        (21) 

其中 ( )h γ 为 的概率密度函数，满足 min

[1, ]
max kk K

γ γ
∈

=

( ) ( )( ) ( )1
2 2

Kh K F fγ γ −= γ         (22) 

下面分析用户总数K 趋于无穷大时，系统容量的渐近性

能。根据文献[10]的引理 1，一组独立同分布的随机变量 , 

，若其累积概率密度 和概率密度 满足 
kZ

[1, ]k K∈ ( )ZF z ( )Zf z
( )
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z Z

F z c
f z→∞
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           (23) 

则当K 趋于无穷大时, 趋近于 ，其中 满足 
[1, ]

max kk K
Z

∈ Kl Kl

( ) 1 1/Z KF l K= −             (24) 

容易证明 ( ),G α β , , 所描述分布满足式(23)。由

式(6)， 可化为不完全伽马函数的形式，即 

0α > 0β >

( )Z KF l
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Kl t

Z KF l t e t
β α

α
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         (25) 

式(25)很难得到闭式表达，下面针对α 为正整数的情况，考察

其渐近性能(通常估计所得的参数并不一定为整数，但这并不

影响对容量渐近特性的分析)。式(25)由分步积分可简化为[11]
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结合式(24)，可得 ( )( )ln ln lnKl K Oβ= + K ，其中 表

示 同 阶 无 穷 大 。 可 以 看 出 ， 趋 于 无 穷 大 时

( )O i

K
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max

[1, ]
max kk K

γ
∈

, 以及min

[1, ]
max kk K

γ
∈ [1, ]

max kk K
γ

∈
均随 呈线性增长，即

， 和 均随 呈线性增长。 

lnK

1uC 2uC lC (ln lnK

方案容量的渐近特性。随K 的增大，容量的增长趋势减缓，

这与 3.3 节中多用户分集方案容量的渐近分析一致。用户数

量 时，已可以获得绝大部分的多用户分集增益。此

时，进一步增大用户数量并不能带来更多的容量增益，反而

可能引起更大的传输时延。同时，可以看到随用户数的不断

增长，所给出的上、下界非常接近各态历经系统容量，这表

明依据 3.3 节中的分析，可以得出多用户分集增益的大致范

围，从而为多天线多用户系统设计提供一定参考。 

310K ≤
)

4  仿真结果与分析 

假设基站到各用户间为相互独立的瑞利平坦衰落信道，并

至少在一个调度周期内保持不变。表 1 和表 2 给出了接收天线

上平均信噪比 分别为 0dB，20dB 时，不同天线数条件下参数

估计以及卡方实验的结果。设卡方实验显著水平  
(

ρ
0.01σ =

( )2
0.01 7 18.48χ = )。上标“#”表示假设 被拒绝。可以看

出，绝大多数情况下假设 能够被接受，这证明特定参数的

伽马分布能较好地逼近 ， 和

0H

0H
max
kγ min

kγ γ 的实际分布。 

 

图 2 所示 为 0 或 20dB，K 较小或适中时，Max ZF，
Max min 等方案的各态历经容量随 K 变化的情况。作为比

较，图中还给出了各态历经系统容量的上界 (上界 1)，
(上界 2)和下界

ρ

( )1uCε
( 2uCε ) ( )lCε (下界)。可以看出前述方案的各

态历经容量处于上、下界之间。并且，与 相比，上界

更紧。在不同信噪比、天线数条件下，随着 的增加，多用

户分集增益都呈现上升趋势。 

2uC 1uC
K

图 3 所示为用户总数 很大时，Max ZF，Max min 等 K
图 3 较大时多用户分集方案的渐近容量特性 K

 

5  结束语 

本文针对采用线性迫零接收机的多天线系统，分析了几种

多用户分集方案的性能。利用分布假设检验和最大似然参数估

计的方法，对多个数据流信噪比最大、最小值以及均值的概率

分布进行逼近。基于此进一步分析了多用户分集的容量增益及

其渐近特性。卡方实验验证了前述逼近的准确性。仿真结果表

明，本文的分析能更好地衡量多用户分集增益的大小。本文的

研究为多天线多用户系统设计提供了有益的参考。图 2 适中时多用户分集方案的各态历经容量 K

表 1  dB 时不同天线数条件下参数估计以及卡方实验的结果 ρ = 0
max
kγ  min

kγ  γ  
N M 

α̂  β̂  
2
statχ  α̂  β̂  2

statχ  α̂  β̂  2
statχ  

2 2.90 0.45 12.93 2.32 0.29 18.82# 3.26 0.31 9.16 
3 

3 1.68 0.32 8.29 1.09 0.15 14.24 1.794 0.19 13.01 

2 7.53 0.41 14.14 6.10 0.32 11.20 8.73 0.29 10.55 

3 7.33 0.26 14.19 5.12 0.17 16.91 8.93 0.15 13.06 

4 6.34 0.18 5.48 3.89 0.11 10.77 7.61 0.09 17.10 

5 4.48 0.16 14.41 2.55 0.07 23.69# 5.03 0.08 13.99 

6 

6 2.19 0.16 13.01 1.15 0.05 17.28 2.24 0.07 19.42#

表 2 dB 时不同天线数条件下参数估计以及卡方实验的结果 ρ = 20
max
kγ  min

kγ  γ  
N M 

α̂  β̂  
2
statχ  α̂  β̂  2

statχ  α̂  β̂  2
statχ  

2 2.89 45.34 15.67 2.19 31.72 7.399 3.24 31.02 19.22#

3 
3 1.65 32.81 16.24 1.11 14.98 4.97 1.85 17.93 16.32 

2 7.40 41.21 11.39 6.11 31.68 16.39 8.73 28.75 14.84 

3 7.35 25.21 19.16# 5.13 17.03 11.41 8.92 14.98 16.65 

4 6.41 18.25 16.13 3.94 10.70 13.39 7.59 9.87 12.07 

5 4.51 15.70 13.04 2.54 7.39 16.79 5.05 7.86 14.56 

6 

6 2.48 15.56 11.23 5.32 1.15 8.11 2.20 7.55 14.22 
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