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摘  要：该文研究了环 上线性码的结构特性，讨论了环 上线性码及其剩余码、挠码和商码之间的

关系，通过这些关系。给出了线性码(特别是循环码)的深度分布与深度谱。 
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Abstract: In this paper, the structure character of linear codes on ring  and the relation between the 
linear code and its residue code, torsion code, quotient code are studied.  The depth distribution and depth 
spectrum of linear codes (especially the cyclic codes ) are presented. 
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1   引言  

随着有限域上纠错编码理论的完善，纠错码的研究热点

已经从有限域上转到了有限环上。最近大多数的研究都是集

中在四元环 上的纠错码问题。文献 [1]提出了环

上线性码及其剩余码、挠码的概念，并分别给出了

它们的生成矩阵，讨论了环 上奇数长循环码得生成

元形式。文献[2]给出了文献[1]中线性码的译码算法。文献[3]

研究了环 上一类特殊的线性码及其对偶码的问题。

文献[4]讨论了环F 上线性码的重量问题。文献[5]讨论

了一种用整值多项式求深度的方法，同时讨论了二元域上的

循环码的深度谱。本文研究了环 上的线性码的结构

问题，给出了环 上的线性码的商码的概念及其生成

矩阵，讨论了环 上线性码及其剩余码，挠码，商码

之间的关系，通过这些关系，我们得到了线性码(特别是循环

码)的深度分布与深度谱。 
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2  预备知识 

2F uF+ 作为一个介于模 4 剩余类环 和四元域 之

间的一个环结构，它兼有环 和域 的一些性质，其元素

为 。 环 上 的 加 法 ( 图 1) 与

上的加法运算相同(此时把 当作
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α )，但乘法(图 2)却与 上的乘法运算相同(此时把u 当作

)，所以 是环 的一个子环。 
4Z

2 2F 2F uF+

+ 0 1 u 1+u 

0 0 1 0 1+u 

1 1 0 1+u u 

u u 1+u 0 1 

1+u 1+u u 1 0 

图 1  环 上的加法运算 +F uF2 2

* 0 1 u 1+u 

0 0 0 0 0 

1 0 1 u 1+u 

u 0 u 0 u 

1+u 0 1+u u 1 

图 2  环 上的乘法运算 +F uF2 2

为方便起见，下面用 R 表示四元环 ，环 R 上的

线性码 C 是 R 模 的一个子模，循环码就是 R 模

的一个理想。根据文献 [1]，环 上的非

零线性码 C 的生成矩阵都可以写成如下形式： 

2 2F uF+
nR

[ ]/( 1)n
nR R x x= − R
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其中 A，D为 上的矩阵，B为环 R 上的矩阵，可以记为

，其中 均为 中矩阵。C 的所有码字

可以写成 [ 的形式，其中 为环 R 上的 维向量，

为 上的 维向量，所以码 C 中包含 个码字。 

2F

0 1 0 1,B B 2F

0v 1k 1v

2F 2k
1 24 2

k k

定义1   设 C 为环 R 上的一个 n 长线性码，令  

,C F ，

，称 为C 的剩余

码(reside code)， 为C 的挠码(torsion code)， 为C 的

商码(quotient code)。 

1C =

2 2{ | , }C 2 2 ux }C∈

2 2{ | , ,n n
uC F F st u= ∈ ∃ ∈ + ∈x y x y

2C uC

定义2  令 为线性空间 中的一个元

素，定义3种映射如下： , 
1 2( , , , )na a a=w nR

2 1 1: ( ) ( , , )n nD D a a a a −= − −w

2: ( ) ( , , )nE E a a=w , 称 分

别为 的微分运算，前截运算，后截运算。 
1 1: ( ) ( , , )nG G a a −=w , ,D E G

w

定义3  设 为线性码C 的一个码字，称

满足 的最小正整数 i 为码字 c的深度，这里

表示对码字c进行了 i 次D 运算。如果没有这样的整

数存在，就称码字c的深度为 。码字c的深度记为 。 

1( , , )na a=c

( ) [0 ]i nD −=c

( )iD c

n ( )d c

定义4  设C 为一个线性码，记 为码C 中深度为 i 的

码字的数量，则 为码 C 的深度分布，

为码C 的深度谱。 

iD

0 1{ , , , }nD D D

{ | 0, 0≠ ≤

3  主要结果 

引理 1  环 R 上的线性码 C 的剩余码、挠码和商码都是

线性码，其生成矩阵分别为 
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其中 ， 均为 中的矩阵， 为 中

线性无关的 行( r 是 的秩)。 
0 1u= +B B B 0 1,B B 2F 1

'B 1B

r 1B

证明 文献 [1]中已经给出剩余码和挠码的生成矩阵分别

为 

1 0k
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦I A B ， 1
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0
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I A B

I D
         (3) 

下面我们考虑商码的生成矩阵。 

因为 (其中 ： ， ，

分别是二元域上的 元向量)中的码字都有下面的表示

形式：  

0 1,C =(v v )G 0 01 0uu= +v v v 01v 0uv 1v

1 1 2, ,k k k

01 01 01 0 0 0 1 0 0 1

01 1

( , , ) ( , , )

(0,0, )
u u uu D

u

+ + +

+

v v A v B v v A v v B v

v B    (4) 

所以当我们把 C 中的码字表示成 的形式时，商码就

是所有 y 的集合，也就是所有具有形式  
的码字的集合，表示成矩阵的

形式就是

u+x y

0 0( ,u u +v v A

1 0 0 +B 1, )uv v v D 01 1(0,0, )+ v B
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，显然也是一个线性码。 

所以环 R 上的线性码 C 的剩余码，挠码和商码都是线

性码，其生成矩阵分别为 
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推论1  对于剩余码 中任意一个码字 ，在商码 中

有且仅有 个与之对应的码字 ，使得

。 

1C x uC
1 22k k+ 1 2( 1,2, ,2k ki +=iy )

,

)f x h x uf x

u+ ix y C∈

证明  由引理 1 的证明可知，码 C 中的码字有如下形式

的表示： 
01 01 01 0 0 0 1 0 0 1

01 1

( , , ) ( , , )

( , , )
u u uu

u

+ + +

+

v v A v B v v A v v B v D

v B0 0    (5) 

所以对于 中任意一个给定的码字 ，只

有对任意 中的具有形式  

的码字y ，有 成立，而且 ， 分

别是二元域上的 k k 元向量，所以推论成立。 

1C 01 01 01 0( , , )v v A v B

uC 0 0 1 0 0 1( , , )u u u+ +v v A v v B v D

01 1( , , )+ v B0 0 u C+ ∈x y 0uv 1v

1 2

定理 1 设C 是环 上的线性码， ， 和 分别为C

的剩余码、挠码和商码，则 。 

R 1C 2C uC

1C ⊆ 2 uC C⊆

证明  从引理 1 中剩余码、挠码和商码的生成矩阵可以

得到结论。 

由线性码 C 可以唯一地决定其剩余码和挠码，但是知道

剩余码和挠码并不一定能够重构出原来的线性码，也就是说

在知道 的情况下，对应的线性码C 不并一定是唯一

的。 
1 2,C C

推论2  环R上的线性码C的深度谱中含有 ( r

是矩阵 的秩)个非零值，且线性码 C 的深度谱跟商码 的

深度谱是一致的。 

1 2k k r+ +

1B uC

证明  对于线性码 C 上的任意一个码字 ，由文

献[6]，它的深度等于 ，其中 分别表

示 上的码字 的深度。再根据定理 1 可知， ，

所以线性码C 的深度谱跟商码 的深度谱是一致的。又因

为有限域上线性码的深度谱中非零值个数等于码的信息位

数，所以码C 的深度谱中含有 个非零深度值。 

u+x y

max( ( ), ( ))d dx y ( ), ( )d dx y

2F ,x y 1 uC C⊆

uC

1 2k k r+ +

以下讨论的循环码除非特别声明，都是指奇数长的循环码。 

引理 2 [1  环R 上码长为 (n 为奇数)的循环码都可以写成

的形式。其中 ，

且两两互素。 

] n

( ( ) ( ), ( ) ( )g x ( ) ( ) ( ) 1nf x g x h x x= −

2( ), ( ), ( ) [ ]f x g x h x F x∈
定理 2  设C 为环 上码长为n ( 为奇数)的循环码，

则 。此时C 的生成矩阵中 为零矩阵，即循环码C

的生成矩阵为

R n

2 uC C= 1B
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2

0k

k

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

I A B
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证明   因为循环码 C 为 (其中

 )，所以码C

中的码字都可以表示为如下形式： 

( ( ) ( ), ( ) ( ))f x h x uf x g x

( ) ( ) ( ) 1;nf x g x h x x= − ( ), ( ), ( )f x g x h x 2( )F x∈

0 1 0 1

0 0

( ) ( )( ( ) ( )) ( ) ( )( ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f x h x m x um x uf x g x l x ul x

f x h x m x uf x g x l x uf x h x m x

+ + +

= + + 1
n u C= ∈ ∈x x u

  (6) 
根据定义，C F ，C 为所有使得

成立的y 的集合，所以 就是 为零时的

码字集合， 中的码字可以写成  
的形式，所以 。再

根据引理 1，由生成矩阵可知 当且仅当 为零矩

阵，所以循环码C 的生成矩阵为

2 2{ | }
u C+ ∈x y 2uC 0( )m x

2C 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x l x f x h x+

1( )m x⋅ 2 ( ( ) ( ), ( ) ( ))C f x h x f x g x= ( ( ))f x=

2 uC C= 1B
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当 是循环码的时候 ，所以对任意

，有 ，即C C ，所以可

由 重构循环码C ，即对任意两个二元循环码C C 且

有 ，就可以重构出唯一的一个环 R 上的循环码C 使

得 分别为其剩余码和挠码。也就是 和C 是相互

唯一决定的。 

C 1 2,C uC C⊆

1 2,C C∈ ∈x y u C+ ∈x y 1 2uC= +

,

2

2

}X X k
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i = 2, , )n

k

X d D
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= × +∑ )

)x

1}

) )x

)x ) )x

)x

,

+ +

2

2

2

2

1 2,C C 1 2

1C C⊆

1 2,C C 1 2,C C

因子中没有重因子，即 ( 要么不整除 ( 1 ，此 1x − )/ (nx f−

时 ( 1 ；否则 ( 就恰好整除 ，根

据文献 [5 中的定理 23 可知， 时，环 R 上的循

环码C 的深度谱为 ，否则深度谱为

。 

) | (x f− 1x − ( 1)/ (nx f−

] ( 1) | (x f−

{ , 1, , 1}n n n k− − +

{1}∪ { , 1, , 1 1}n n n k− − + +

4  结束语 

根据研究结果，当C 为环 R 上的一般线性码时，

，不能由C C 重构得出线性码C ，此时线性码C

的深度谱中非零值的个数等于 。当 为奇数长循

环码的时候 ，此时能由 重构得出循环码C ，

我们可以明确地给出C 的深度谱，还可根据 的深度分

布求出C 的深度分布。 

2 uC C≠ 1 2

1 2k k r C

2 uC C= 1 2,C C

1 2,C C
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证明 因为 ， 的深

度值等于 当中某一个二元码的深度值，所以循环码C 的

深度谱跟 的深度谱一致。又因为n 为奇数，所以 的 
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