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一种基于边缘分布估计的多目标优化算法 
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(中国科学技术大学自然计算与应用实验室  合肥  230027) 

摘  要：该文提出了一种基于边缘分布估计的多目标优化算法，通过在每一进化代中估计较优个体的边缘概率分布

来引导算法对 Pareto 优解的搜索。通过与基于拥挤机制的多样性保持技术、基于非支配排序的联赛选择、精英

保留等技术的有机结合，使得算法在具有良好收敛性能的同时，具有很好的维持群体多样性的能力。通过一组典型

测试函数实验对该算法的性能进行了分析，并与 NSGA-II、SPEA、PAES 等知名多目标优化算法进行了比较，结

果表明该文算法收敛速度较快，且得到的非支配解集分布均匀，适合于复杂多目标优化问题的求解。 
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A Multi-Objective Optimization Algorithm Based on  
Marginal Distribution Estimation 
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Abstract: A new multi-objective optimization algorithm based on marginal distribution estimation is proposed, in 
which marginal probability distribution of the selected better individuals is estimated and is used to guide the 
search of Pareto optimal solutions of the multi-objective optimization problems. Combined with non-dominant 
ranking, diversity preserving technique based on crowding mechanism, tournament selection based on 
non-dominant ranking, and elitist strategy, the algorithm achieves a good balance between convergence and 
diversity. A set of typical test functions are used to evaluate the performance of the proposed algorithm, and 
comparison is made between some well-known multi-objective optimization algorithms, i.e. NSGA-II, SPEA, 
PAES. The experimental results show that the proposed algorithm can achieve a good balance between 
convergence and diversity, and is suited to complex multi-objective problems. 
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1  引言  

在科学与工程实践中，很多决策与设计问题都是多目标

优化问题，并且各个目标之间可能是相互竞争的，从而无法

实现各目标同时达到 优。多目标优化问题的一般描述为 
1 2
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其中 为问题的p维控制向量；fpx R∈
i
(i=1,2, ,n)为问题的第

i个目标函数；gj(j=1,2, ,m)为问题的第j个约束条件。 

对于多目标优化问题，定义解x1支配(Dominate)x2，当且

仅当以下两个条件都成立：(1) ，

即x
1 2( ) ( ), 1,2, ,j jf x f x j n≤ =

1的各个目标都不比x2差。(2)  {1,2, , },i n∃ ∈ 1s.t. ( )if x
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2( )if x< ，即至少存在一个目标函数fi(x)，使得x1的目标值比

x2的目标值好。 

在一个解的集合 P 中，定义非支配解集(Non-dominated 

Set) 为那些不被 P 中任何一个解所支配的解的集合。整

个可行解搜索空间 R 的非支配解集就是 Pareto 优解集

(Pareto-Optimal Set)。 

P'

对于多目标优化问题 f(x)和 Pareto 优解集 ，Pareto

前沿 定义为 

P'

( )f P∗

( ) { ( ) | }f P u f x x P'∗ = = ∈         (2) 

多目标优化算法的设计目标就是寻找尽可能逼进

Pareto 前沿、且均匀分布的非支配解集。 

近年来，进化计算领域相继提出了一些多目标优化进化

算法(MOEAs)，如Fonseca和Fleming的多目标遗传算法

(MOGA)[1] 、 Horn 和 Nafpliotis 的 小 组 决 胜 遗 传 算 法

(NPGA)[2] 、 Srinivas 和 Deb 的 非 支 配 排 序 遗 传 算 法

(NSGA)[3]、Zitzler、Deb和Thiele的增强Pareto域进化算法

(SPEA)[4]。后来Deb和Pratap等通过引进计算复杂度为
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O(MN2)的快速非支配性排序和新的多样性保持方法，提出

了第二代NSGA简称NSGA-II[5]。 

在多目标进化算法中，新个体的产生机制无疑对算法性

能具有重要的影响。目前的MOEAs仍然采用传统的交叉和

变异操作产生新个体。研究表明，基于随机化技术的交叉和

变异在产生新的优良个体的同时，也会破坏一些已获得的好

的模式[6]，进而影响算法向Pareto 优前沿的收敛。 

分布估计算法(Estimation of Distribution Algorithms)

是一类新的、基于群体搜索的进化算法，它利用概率模型对

问题解空间中可能出现 优解的区域进行建模，并利用该模

型引导算法进行搜索[7]。与传统进化算法(如遗传算法)不同，

分布估计算法EDAs用以下两个步骤来代替传统的产生新个

体的方法(如交叉和变异操作)[6]：(1)利用统计学习方法对较

优解的概率分布进行估计；(2)根据估计得到的概率分布模型

对解空间重新采样，得到一组新解。分布估计算法已被用于

组合优化[8]和连续优化[9]两类问题的求解，是一类新的优化

搜索算法。 

本文将 EDAs 应用于多目标优化，提出了一种基于边缘

分布估计(Marginal Distribution Estimation)的多目标优化

算法，采用文献[4]中提出的 5 个典型测试函数对该算法的性

能进行考察，并与 SPEA，NSGA-II 和 PAES 这 3 种优秀的

多目标优化进化算法进行比较。实验结果表明，本文算法可

以在保持群体的多样性的基础上，快速逼近 Pareto 前沿，且

得到的非支配解集较均匀地分布于 Pareto 前沿。 

本文后续内容安排如下：第 2 节介绍基于边缘概率分布

估计的多目标优化算法；第 3 节介绍多目标优化算法性能评

价方法；第 4 节为实验结果及分析；第 5 节总结全文。 

2  算法描述 

2.1 单变量边缘分布算法(UMDA) 

UMDA[10] 由Mühlenbein和Paaß于1996年提出，它利用

概率向量对解空间中优良解的分布区域进行建模，然后利用

该模型引导算法搜索全局 优解。UMDA的算法流程如下： 

步骤 1  初始化每个变量xi的取值概率p1,i(xi)=0.5，t=1

为进化代数； 
步骤.2  按照概率分布 产生 N 个

新个体； 
1( ) ( )n

t ti
P X p x+ =∏ ,i i

,t i i

步骤 3  计算N个新个体的适应度，根据适应度选择

个比较好的个体，计算所选择个体的边缘概率

r

M N≤

t,i(xi)； 

步骤4  根据公式pt+1,i(xi) = pt,i(xi)+λ(rt,i(xi)−pt,i(xi))

更新概率向量P，t=t+1。λ=[0,1]是控制参数，控制当前代

rt,i(xi)对概率模型的影响，当λ＝1 时，pt+1,i(xi) = rt,i(xi)，

下一代个体的采样概率完全由当前代较优个体的边缘概率所

决定；而当λ＝0 时，pt+1,i(xi) = pt,i(xi)，当前代较优个体的边

缘概率对概率模型没有任何影响；当λ取值介于 0，1 之间时，

当前代较优个体的边缘概率对概率模型有不同程度的影响。 

步骤 5  如果不满足终止条件，返回步骤 2。 

2.2 多目标边缘分布估计算法(Multi-Objective Marginal 
Distribution Algorithm MOMDA) 

本文将UMDA应用于多目标优化，通过与基于拥挤机制

的多样性保持技术[5]、基于非支配排序的联赛选择、精英保

留等技术的有机结合，使得算法在具有良好收敛性能的同

时，具有很好的维持群体多样性的能力。 

MOMDA 算法的流程如下： 

步骤 1  初始化，每个变量xi取值 1 的概率p1,i(xi) = 0.5，

t=1； 
步骤2  根据分布 随机产生N个新

个体(N 为群体规模)，用 10 位二进制数编码一个实数变量，

30 维变量对应的个体长度为 300； 

1( ) ( )n
t i

P X p x+ =∏

步骤 3  将上一代得到非支配解与N个新个体合并为新

的群体，计算个体的目标函数值，按照非支配排序方法[5]对

个体进行排序，得到每个个体的非支配解等级；然后计算每

个个体的拥挤距离[5]； 

步骤 4  根据个体的非支配解等级和拥挤距离，采用联

赛选择方式，选择出 M 个个体(M 小于或等于 N)； 

步骤 5  对选择出的M个个体，统计每个二进制变量

为 1 的边缘概率r
ix

t,i(xi)； 

步骤 6  根据公式pt+1,i(xi) = pt,i(xi)+λ(rt,i(xi)- pt,i(xi))

更新概率向量P，λ为控制参数，t=t+1； 

步骤 7  如果满足终止条件，输出非支配解，否则返回

步骤 2。 

3  算法性能评价的方法 

多目标优化算法有两个设计目标：收敛到 Pareto 前沿，

保持非支配解在 Pareto 前沿均匀分布。因此，对多目标优化

算法的评价也就围绕这两个目标进行，本文采用文献[5]提出

的收敛度和不均匀度两个指标来评价算法的性能。 

收敛度 的计算公式如下： γ

{ }1 min ,t d d d H
H

γ ′= − ∈∑        (3) 

其中 表示算法所求到解集， 为 中的解；H 为理想

Pareto 解集，

tH td tH

d 为 H 中分布均匀的一组解。 值越小说明

算法的收敛程度越好。 

γ

不均匀度Δ的计算公式如下： 
1

1

| |
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N
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−
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            (4) 

对算法所求得的 优解在目标空间中按由小到大的顺

序排列，计算相邻两个解之间的欧氏距离 ，再计算这些距

离的平均距离

id

d 和所求得的解的边界点离真实 Pareto 优

域 远端点的距离 ，然后按式(4)计算不均匀度Δ。 ,f ld d
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4   实验结果与分析 

为了考查本文提出算法的性能，并与其他多目标优化算

法进行比较，本文选择了文献[4]中 5 个高维测试函数组进行

实验。函数定义和参数设置如下： 

函数 ZDT1 
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函数 ZDT3 
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函数 ZDT4 
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函数 ZDT6 
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运用 MOMDA 求解这 5 个函数，采用不同规模和不同

进化代数，每组实验每个函数都运行 30 次，得到的收敛度

和不均匀度的均值和方差如表 1，表 2 和表 3 所示。 

表 1  群体规模 100，进化代数 100 的结果 

性能指标 ZDT1 ZDT2 ZDT3 ZDT4 ZDT6 

0.0253 0.1522 0.0437 16.0339 1.2722 收敛度

的均值和

方差 

γ

0.0090 0.0526 0.0112 4.7745 0.6025 

0.3407 0.9044 0.5710 0.6780 0.4983 不 均匀 度

的均值

和方差 
Δ

0.0271 0.2829 0.0653 0.2358 0.0693 

表 2  群体规模 100，进化代数 150 的结果 

性能指标 ZDT1 ZDT2 ZDT3 ZDT4 ZDT6 

0.0192 0.1224 0.0353 15.5538 0.7919 收敛度 的

均值和方差
γ

 0.0062 0.0813 0.0121 5.3645 0.5989 

0.3935 0.6792 0.3766 0.6406 0.5393 不均匀度Δ
的均值和 

方差 0.0983 0.3137 0.0588 0.2714 0.1339 

表 3  群体规模 200，进化代数 100 的结果 

性能指标 ZDT1 ZDT2 ZDT3 ZDT4 ZDT6 

0.0077 0.0363 0.0192 12.4190 0.1294 收敛度

的均值和

方差 

γ

0.0014 0.0104 0.0021 3.7146 0.3234 

0.3323 0.5526 0.5667 0.6284 0.8930 不均匀度

的均

值和方差

Δ
 0.0169 0.1154 0.0402 0.2102 0.2099 

每个函数在每组实验中 好的一次运行结果的非支配

解在目标空间分布如图 1 所示。 

 

图 1  采用不同群体规模和进化代数时，MOMDA 搜索 

到的非支配解在目标空间的分布 

从表 1～表 3 和图 1 可以看出，增加群体规模或者增加

进化代数，对得到的非支配解的收敛度有明显的改善，对

ZDT1，ZDT2，ZDT3，ZDT6 得到的非支配解已经非常接

近这 4 个函数的真实 Pareto 前沿；而对于 ZDT4，由于这个

函数的 Pareto 域分布非常复杂，有许多局部的 Pareto 域，

从表中可以看出增加群体规模，收敛程度虽然有所改善但不

理想，没有收敛到真实的 Pareto 优域。而从实验结果观察，

增加群体规模或者进化代数，对算法非支配解的不均匀度的
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影响不明显，这表明，群体规模和进化代数不是影响算法非

支配解不均匀度的主要因素。 

本文将 MOMDA 在群体规模为 200、进化代数为 100

的运行结果，与文献[5]中 NSGA-II，SPEA 和 PAES(参数设

置如表 4所示)得到的实验数据进行比较，如表 5和表 6所示。 

表 4  几种算法的参数设置 

算法 群体规模 运行代数 适应度评估次数 

NSGA-II 100 250 25000 

SPEA 100 250 25000 

PAES 100 250 25000 

MOMDA 200 100 20000 

表 5  各种算法的收敛程度的均值 γ 和方差  2
γσ

算法 ZDT1 ZDT2 ZDT3 ZDT4 ZDT6 

0.033482 0.072391 0.114500 0.513053 0.296564 NSGA-II 

Real-coded 0.004750 0.031689 0.007940 0.118460 0.013135 

0.000894 0.000824 0.043411 3.227636 7.806798 NSGA-II 

Binary-coded 0 0 0.000042 7.30763 0.001667 

0.001799 0.001339 0.047517 7.340299 0.221138 SPEA 

0.000001 0 0.000047 6.572516 0.000449 

0.082085 0.126276 0.023872 0.854816 0.085469 PAES 

0.008679 0.036877 0.00001 0.527238 0.006664 

0.0077 0.0363 0.0192 12.4190 0.1294 MOMDA 

0.0014 0.0104 0.0021 3.7146 0.3234 

表 6  各种算法的不均匀程度的均值Δ和方差  Δσ2

算法 ZDT1 ZDT2 ZDT3 ZDT4 ZDT6 

0.390307 0.430776 0.738540 0.702612 0.668025 NSGA-II 

Real-coded 0.001876 0.004721 0.019706 0.064648 0.009923 

0.463292 0.435112 0.575606 0.479475 0.644477 NSGA-II 

Binary-coded 0.041622 0.024607 0.005078 0.009841 0.035042 

0.784525 0.755148 0.672938 0.798463 0.849389 SPEA 

0.004440 0.004521 0.003587 0.014616 0.002713 

1.229794 1.165942 0.789920 0.870458 1.153052 PAES 

0.004839 0.007682 0.001653 0.101399 0.003916 

0.3323 0.5526 0.5667 0.6284 0.8930 MOMDA 

0.0169 0.1154 0.0402 0.2102 0.2099 

由表 5 可见，除 ZDT4 外，本文算法在其它 4 个测试问

题上均表现出较好的收敛性。对于 ZDT1 和 ZDT2，算法

NSGA-II(二进制编码)的收敛性能 好，更接近真实的

Pareto 优域，本文算法 MOMDA 稍逊于算法 NSGA-II(二

进制编码)和 SPEA；对于 ZDT3，MOMDA 的收敛性能

好；对 ZDT4，算法 NSGA-II(实数编码)和 PAES 性能比较

好；对 ZDT6，本文算法稍逊于 PAES。 

而从表 6 可见，对于ZDT1 和ZDT3，本文算法MOMDA

得到的结果相对较好，非支配解分布较均匀；对于ZDT4，

算法NSGA-II(二进制编码)的结果 好；对于ZDT6 来说，

由于这个函数在目标空间中真实的非支配解域受正弦函数

的影响，本身就分布不均匀，因此本文算法虽然得到的结果

非常接近真实的Pareto 优域，但Δ的均值却较高。对函数

ZDT4，几乎这几种算法得到的结果都不是很理想，因为

ZDT4 在搜索空间有 219个不同的局部Pareto 优域，而只有

一个全局Pareto 优域，算法很容易陷入不同的局部Pareto

优域。 

为了能进一步考察本文算法性能，本文计算了每一代非

支配解的收敛度与不均匀度，图 2 给出了用本文算法求解 5

个测试问题时，每代的收敛度与不均匀度的变化情况(30 次

独立实验的平均)。由图可见，对 5 个函数，算法的收敛度都

是单调下降的，除 ZDT4 外，都较好地逼近了真实的 Pareto

前沿，表现出良好的收敛性能。对 ZDT1，ZDT2，ZDT3，

算法的不均匀度呈现出较明显的下降趋势，表明随着进化代

数的增大，算法找到的非支配解的分布趋于均匀。而对 ZDT6， 

 

图 2  收敛度 γ 和不均匀度Δ随代数变化情况 



第 11 期                          李  斌等：一种基于边缘分布估计的多目标优化算法                          2687 

在进化后期不均匀度有一个明显的恶化过程，这表明在进化

后期算法虽然逼近了 Pareto 前沿，但是其多样性却下降了。 

5 结束语 

新解的产生机制是决定进化算法性能的一个重要因素。

本文将分布估计算法的新解产生机制引入多目标进化算法，

提出了一个基于边缘分布估计的多目标优化算法，该算法使

用边缘分布模型来对非支配解的分布进行估计，并用它来引

导算法对 Pareto 优前沿的搜索。通过与非支配排序、基于

拥挤机制的多样性保持、精英保留等技术的结合，使得算法

在具有很强寻优能力的同时，能够有效保持解集的多样性。

实验结果表明，与其它多目标进化算法相比，本文算法收敛

速度较快，计算复杂度较低，且得到的非支配解集分布均匀，

适合于复杂多目标优化问题的求解。 
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