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环F2+uF2的Galois扩张上的迹码 
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摘  要：环 是介于环 与域 之间的一种四元素环，因此分享了环 与域 的一些好的性质，此环上的

编码理论研究成为一个新的热点。该文给出了环 的 Galois 扩张的相关理论，指出此 Galois 扩环的自同构群

不同于 环上的 Galois 扩环的自同构群；定义了 Galois 扩环上的迹码的概念及子环子码的概念，证明了此 Galois

扩环上的一个码的对偶码的迹码是该环的子环子码的对偶码。 
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Abstract: is a ring with four elements which shares some good properties of both and Coding theory 
over this ring has recently received a great deal of interest among coding theorists. This paper gives the theory of 
Galois extensions over and shows that the automorphism groups of these Galois extensions are different 
from the corresponding groups over Trace codes and subring subcodes over Galois extensions are defined, and 
it is proved that the trace codes of dual codes of linear codes are the dual codes of subring subcodes.  
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1  引言  

文献 [1-3]中引入一种介于 与 之间的四元素环

，讨论了环R上循环码的结构、译

码问题及类型II码的性质，环R上的纠错码理论的研究已成

为一个新热点 [1 。关于环R上的Galoisk扩环，在文献[1-3]

中均有提及，但仅简单给出几个结果，且并未给出完整证明。

在有限域上，Delsarte给出了一个非常有名的等式，即子域

子码的对偶码是原码对偶码的迹码

4Z 4F
2

2 2 2[ ]/( )R F uF F u u= + =

7]−

[8]，此结果在文献[7]中被

推广到环 上。 qZ

本文首先完整给出了环 R 的 Galois 扩环的相关理论，

指出此 Galois 扩环的自同构群不同于 环上的 Galois 扩环

的自同构群(这点未见有文献提及)；定义了 Galois 扩环上的

迹码的概念及子环子码的概念，得到了此 Galois 扩环上的一

个码的对偶码的迹码是该环的子环子码的对偶码。 

4Z

2  环R上的 Galois 扩环 

环 是有唯一极大理想R { }0,u 的局部环，R 中任意元素

都可唯一表示为： ， 。称λ ( ) ( )r qλ λ λ= + 2( ), ( )r q Fλ λ ∈ λ =  
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( )r λ 为元素 的二元约化，称二元多项式λ
0

( )
k

i
i

i

f x a x
=

=∑  

为 的二元约化。若2[ ]F x∈
0

( ) [ ]
k

i
i

i

f x a x R x
=

= ∈∑ ( )f x 为  2[ ]F x

中不可约多项式，且 首项系数可逆，则称 为 R 上

基本不可约多项式。特别地，如果

( )f x ( )f x
( )f x 为 中 m 次本原

多项式，称 为 R 上 m 次基本本原多项式。 
2[ ]F x

( )f x

设 为 m 次基本不可约多项式，称剩余类环

为 R 的 Galois 扩张(或 Galois 扩环)，记为

,简记为 。显然有

( ) [ ]h x R x∈

[ ]/( ( ))R x h x 1
0 1 1{ ( ( )m

m ia a x a x h x a R i−
−= + + + + ∈ =)| ,

0,1, , 1}m −

GR( )R m, mR 4m
mR = ，且 的特征为 2。

取 ，则 为 的一个根，并且 中元素都

可唯一表示为： (其中： ， i   

)的形式，即 。 

mR

( ( ))x h xξ = + ξ ( )h x mR
1

0 1 1
m

ma a aξ ξ −
−+ + + ia R∈ =

0,1, , 1m − [ ]mR R ξ=

映射 ；2: [ ] [ ]R x F xϕ → ( ) ( )f x f x 为环同态映射。理

想 ( ( 在 下像为))h x ϕ ( ( ))h x ，因此映射：  2[ ]/( ( )) [ ]R x h x F x→

/( ( ))h x ；
1

0

( ( ))
m

i
i

i

a x h x
−

=
+∑

1

0

( ( ))
m

i
i

i

a x h x
−

=
+∑ 也是环同态映 

射，也记为ϕ ，在ϕ ( )x h xξ = +下 ) 的像为( ( ( ))h x+ 。xξ =
故有 ξ 是 ( )h x 的根。从而 2 2[ ( ( [ ]F h ξ ，映射ϕ 可写 ]/ ))x x F=

作 ：ϕ 2[ ] [ ]R Fξ ξ→ ； 
1 1m m

i ia aξ ξ
− −

∑ ∑ 。
0 0

i i
i i= =
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于是有下面定理： 

定理 1  设 是 m 次基本不可约多项式，剩余

类环 特征为 2 具有 个元素的有限环。

记

： 
,  ma a iξ ξ+ +

ξ ，理想 是 的唯一极大理想，它是由

中所有零因子加上零元素形成。记

( ) [ ]h x R x∈

[ ]/( ( ))mR R x h x= 是 4m

( ( ))x h x= + =0，且 mR 中每个元素都可表示

为形式
1, 0,1, , 1m ia a R m−

−+ ∈ = −    (1) 

即R R=

ξ ，则 ( )h ξ

0 1 1

[ ]m ( )u [ ]R ξ mR

( ( ))x h xξ = + ，那么

(h )ξ =0，且 2 2[ ]F ξ = 。

注意到不同于 4Z 情形，环 2F 到R 是平凡

mF   

的多项式提升

提升 于 域 Galois扩环 对于给定

的正 [8

F

[2]，类似 ，可得Galois R的 mR

整数m是唯一的 , 9]。 

引理 1  对于 Galois 扩环 mR ，有 /( ) mmR u ≅  且2 mR  

4m= 。设 ( ) [ ]f x R x∈ ，且 2( )f x ∈ [ ]F x 有一根 2mFβ ∈ 使

( ) 0≠ ，则存在唯一 Rα ∈f β′ m 满足： 且( ) 0f α = α = β 。

定  (1)在 Gal 中，存 阶元素

为 上 约多

∈

= ，那

么对 一表示为 
              

1  设 ， ，当且仅

当 时， 为 所

阶为 记为 则 ξ= ×

阶 elia

c ∈ T ，

， 。 

射 : m mf R c a ua= +
+ 中 Frobenius映射。 

s 映射 是 的环自同构，

的元素恰为 阶为 m。 

为有限环，

从而 ′ 中

= + ′

是 的环自同构。

，如果 = 么 或 1，

     

； uξ+ +

的所有环 构，先介绍两个引

引理 2  映 是环 的环自同构，且

 

理 2 ois 扩环 在 2 1m − ξ ，
m 次基本不可 项式 (h x =  

mR

ξ R ) 的根，使得 mR

[ ]R ξ ，并且 ( )h x 是满足：deg( (h x m≤ ， ( ) [ ]h x 且 ( )h  

0 的唯一一个首一多项式。(2)设
m2 2,1, , , }ξ ξ −T

任意c R∈ 都能被唯

0 1 0 1, ,c a ua a a= +  (2)

推论 mR∈ ， 0 1c a ua= +

)) x R ξ
= {0

m

∈ T

c 0 1

有可逆元形成一个

,a a ∈ T

0 0a ≠ c mR 中可逆元， mR 中

(2 1)2m m− 的乘法群， R ε，其中

( )ξ 生成的 2 1阶循环群 1 1{1 |ua aε = + ∈  }T

是 2m n 群。  

推论 2  设 1 2c ，若记 1 2c ,a

T 则 0b = ， 1a c= +

*
mR ， * ( )m

是由 ξ m − ，

Ab

, c a ub+ = + b ∈  

2c

定义 1 
[2] 称映 R→ ； fc =  

2
1a 为 的

0 1  2
0a

u mR

定理 3  Frobeniu 环 固定

R 中全部元素，且 f 的

f mR f

证明  由 (2,2 1) 1m − = ，循环群 )ξ 中每一个元素都可

表示为其中某个元素的平方，故 f 是满射，又

(

mR

f 是双射。 mR∈ ，其 0 1c a ua= + , c′ =  

0 1a ua′ ′+ ， 0 1 0 1, , ,a a a a′ ′ ∈ T ，根据 Frobeniu 射的定义

及推论 2，易有 ( )f fc c′ ′+ ， (cc ，

环 由于 ξ 的阶为 2 1m − 易见 f 的

阶为 m。 对a ∈ 所以 f

固定的元素恰为 0，1，u，1+u。             证毕 

定义映射 → iub a b ，其中 i

{ }0,1, ,2 2−m 。 

对任意 ,c c

s 映
fc c )f f fc c′= ⋅ 因此

映射 f mR

T 2a a ，那 0a =

:i m mR Rσ a ∈  

为给出环 自同 理。 

射 σ
mR

i mR { 0,1,i iσ =  ,

−m 射 群

根据  

3  映射 f R Rσ → ；

2 2} 关于映 的复合运算构成一个 2 1m − 阶的循环

1( )σ 。 

定理 3 及引理 2 可得下面引理：

引理 :ji m m
2 2j jia ub a u bξ+ + 为

环 } ，m 的环自同构，这里 {0,1, ,2 2i ∈ −mR {0,1, ,j ∈  

1} 。 

理 4  设 σ 是环 mR 的任意一个环自同构，   

2 −m

m −

定 则存在

2}

i ∈

{0,1, , ， { }0,1, , 1j m∈ − ，使得 ；从而

环 ×

证明  对 ，有
m

a a− = 中

而 − 在 中

T 2( )u uσ= = ，得

=
σ σ= + 。故有 由其在

，所以 )u uσ ，从而

j
i fσ σ=

m 的自同构群为 1( ( )fσ ，其阶为 (2 1)m m− 。 

a 0 。即 个元素

都是 2m
x x− 的根， x 的根都 ，因此有

R )

∀ ∈ T 2 T 2m

2m
x mR

σ = T 。由 )σ (σ ∈ ，所以存在

{0 2}i ∈ − 使得 iu ；于是对 a ub∀ + ，有：
iu bσξ T 上的作用确定。因为

) (= 映射

20 ( )u u

,1, ,2m uσ ξ= c

c a σ
( )u uσ ∈ ( : /( )R uσ ；/( )u R→m m

c cσ 为域 /( )u 的自同构。可mR 令
2jσξ ξ= ，某 (0j j≤  

。设 σξ {1,2, ,2m1)m≤ − lξ ，= 2}l ∈ − ，则有 l l σ  ξ ξ ξ= =
2jσξ ξ= = 从而  。        证毕 

定义 为环 同构，如果 固定

元素，称 为 的 自 的 自同构所

为环 的 Galois 自同构群，简称 Galois 群。 

3 由 us

群

环的自同构群恰为其 Galois 

群[10] ，

3  s
为

称为码长， 中元素称为码字。若 。

, , )x

,

x y+

称 x y y⊥ = ∈ ⋅ = ∀

在有限域中， 的一个迹映射 Tr，即

a a+ F∈ 。下面将迹映射推广

到环 上

的阶 m
1fa

−
= + + + ，由定

。因此可给出如下定义： 

3  称 fa
−

= +
为 到 的迹映射。 

关于迹映射

+ = + ∀ ∈ ；

( , ,mc R Rα∀ ∈ ∀ ∈ ， 

为环 上长为 n 的线性码，称  

， 2j 。因此 σ σ=
2  设 σ 的自 R 中所有

R 同构。称 所有R 构

成的群

l = j
i f

mR σ
σ m R - mR -

mR

由定理可得下面推论： 

推论   环 m 的 Galois 群为 Frobeni 映射 f 生成

的 m 阶循环 。 

R

注  4Z 环上的 Galois 扩

，但对于环 Galois扩环 mR 的Galois群为其自同构群

的子群。 
R

Galoi 扩环 mR 上的迹码 
对于环R (R R 或 mR )。称 n 的任一非空子集C 为

R上的码，n

R

C C C′ ⊆

则称C ′ 为C 的子码 对 1( ,x x x∀ =。 2 n ， 1 2( , , ,y y y∀ =  

)ny ∈ nR ， 义 与 的加法： 1 1 2 2( , ,x y x y x y+ = + +   

)ny+ ； x 与 y 的内积： 1 1 2 2x y x y⋅ = + + ；

如果 = 称 x 与y 正 R  

的对偶 。

有从 mPF 到 )a  
2 1mpa a

−
= + + + ， a∀

mR 。 

定 x y

nx n nx y

0x y⋅ 交。 { | 0,nC x

}C∈ 为C 码  

PF Tr(
p p

mP

设 ma R∈ ，由 f 为 ，有
2

( f fa a a+ + +  

a+ 理 3知
2f fa a a+ +  

1mf −
+ + ∈

+
1
)

mf fa
− 2 mf fa a

a R

定义
2

Tr( ) f fa a a a+ + +

直接验证可得如下性质： 

1m
( ma R∀ ∈ )

mR R

性质 1  (1) ′  

2) T ) Tr( )c cα α=
Tr( ) Tr( ) Tr( ), , mc c c c c c R′ ′

r(

并且Tr 为 mR 到R 的满射。 

定义 4  设C =mR |C R
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{ | nc C c R∈ ∈ } 为 关于 的子环子码；称

Tr ,T ), | ( , , , ) }nc c c c C= ∈ 为

的迹码。

定理 5 为 上 码，则

C R C⊥ ⊥=  

C ⊥⊇ 。事实上，对   

( ,c c 和 ( ,

⎟⎟= ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
Tr( )a c= ⋅ ， 

从而有 c C ⊥∈ 。因此 C R C⊥ ⊥⊇

再证 ，等价于证明

。事实上，设 ， 。

b b b C∈ ，其中 ，则 

b= Tr( )
n n

i i
i

a bλ=∑ ∑ 由 的任意

迹映射 Tr 是满射，必 b = 。

。                            

 文 献 

[1] Doug  

F2+uF2. IEEE Trans. on Info. Theory, 1999, 45(1): 32-45. 

[2] Bonnecaze A and des and self-dual codes 

[3]  Bonnecaze A. Decoding of cyclic codes over F2 

[4] 

[5] s over F2 +uF2. Applicable 

[6] iromoto K. Maximum distance codes 

[7] 纠错码和序列密码研究. [博

[8]  J A. The Theory of Error 

[9] ngs with identity. New York: Marcel 

[10] ary Codes. Singapore: World 

 

 波：  男，1980年生，硕士，主要从事有限环上的纠错码理论

朱士信： 教授，主要从事有限环上的纠错

C R Tr( )C =  

1 2) ( ( ) r( ,Tr( ))nc c c c= 1 2{Tr(
n
mR  中线性码C  

C 环 mR 的长为 n 的线性

证明  首先证 ( | )C R ⊥

  设

( | ) Tr( ) 。

Tr( ) c∀ =

1 2, , )nc C ⊥∈ 2, , )na a a a∀ = |C R∈ ，有 Tr( )a c⋅  
⎛⎜⎜∑

1

1

| )R )。 

Tr( )
n

i i
i

a c
=

=∑
1

Tr
n

i i
i

a c
=

⎞
Tr(0) 0= =

Tr( ) ( ( | ) Tr(

( | ) Tr( )C R C⊥ ⊥⊆ (Tr( ))C ⊥ ⊥ ⊆  

( | )C R (Tr( ))a C ⊥ ⊥∀ ∈ 1 2( , , , )na a a a=

对 b ⊥∀ = ，有1 2( , , , )n b Cλ ⊥∈ λ∀ ∈ T

0 Tr(a λ⋅
1 1

Tr( )i i
i

a bλ
= =

= ，再

性及 有∑ ，即a ⋅ 所以

) λ

1

0
n

i i
i

a b
=

= 0

|a C R∈         证毕 
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