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修正 Gram-Schmidt 正交化构建电源分配网络时域宏模型 
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摘  要：有理函数逼近法方程组病态条件数为构建电源分配网络时域宏模型带来了数值问题。该文提出利用修正

Gram-Schmidt 正交化处理对超定方程组系数矩阵进行正交三角分解，结合 Bernoulli 多项式求根方法及稳定、无

源性准则可以精确构建无源时域宏模型。计算实例精确构建了自 DC 至 1GHz 频带内的宽带无源时域宏模型，从而

验证了该方法的有效性。 
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Construction of Macromodel in Time Domain for Power Distribution  
Network Using Modified Gram-Schmidt Orthogonal 
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①(Institute of Communications Engineering, PLAUST, Nanjing 210007, China) 
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Abstract: The ill-conditioned normal equations bring numerical problems in construction of macromodel in time 
domain for power distribution networking using rational function approximation. This paper presents the 
superdefinite equations coefficient matrix can be decomposed in QR form using modified Gram-Schmidt 
orthogonal and the accurate passive macromodel in time domain can be constructed based on Bernoulli polynomial 
root finding method and the formulae for stability and passivity. Finally, a broadband passive macromodel 
constructed from DC to 1GHz is given to demonstrate the validity and accuracy of the method.    
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1  引言  

现代高速数字集成电路系统时钟频率已达到上吉赫兹，

同时随着晶体管制造工艺的不断提高，芯片驱动信号上升沿

时间已缩短至纳秒量级，由此而引发的高速电路系统和封装

结构的寄生分布特性会导致电源/地反弹或同步开关噪声等

一系列电源完整性问题，严重影响了电源分配网络的正常工

作，成为制约整个系统性能的主要因素[1]。目前已提出的电

源完整性分析方法主要为基于电磁场建模的电路网络分析

法，如部分元等效电路法。这一类方法随着系统规模的不断

增大，需要解决模型降阶这一技术难题。虽然以Krylov子空

间变换为代表的缩减技术，可以有效降低改进节点法方程组

阶数，并保持一定精度，但降阶后的电路分析仍然较为复杂，

同时该方法难以分析非线性电路系统。近来，文献[1]提出了

一种时频域混合分析方法。该方法在频域基于传输矩阵方法

计算电源分配网络频率响应，在时域利用频率响应构建无源

宏模型以表征电源分配网络特定端口处的输入/输出特性，

随后经网络综合得到SPICE兼容等效电路模型，易于结合非

线性器件模型嵌入至HSPICE等通用电路仿真软件进行瞬态

                                                        

)
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分析，为分析电源分配网络提供了新的思路。 

时频域分析方法的核心在于如何精确地构建无源时域

宏模型。文献[2]利用契比雪夫多项式展开方法得到稳定、精

确的时域宏模型，但该方法并不能保证无源特性。文献[3]

基于特征值和 Quadratic Programming 方法来构建无源、稳

定的时域宏模型。文献[4]利用 Householder 旋转变换实现矩

阵正交三角分解来得到时域宏模型的最小二乘逼近。文献[5]

则通过子带划分、极点置换等方法来构建宽带无源宏模型。 

本文首先基于传输矩阵方法来获得电源分配网络离散

阻抗频率响应；为了解决有理函数逼近中存在的病态矩阵问

题，提出利用 MGS(Modified Gram-Schmidt)正交化实现矩

阵正交三角分解，得到极点-留数表示式的时域宏模型；其次

讨论时域宏模型的无源、稳定性准则；最后通过计算实例验

证了该方法的有效性及精确性。 

2  传输矩阵方法 

传输矩阵方法将电源 /地平面导体板均匀分割为

个正方形网格单元，其等效电路如图 1 所

示，网格单元利用 RLGC 等效电路进行建模，单元等效电路

参数定义为 

( 1) ( 1M N− × −



第 11期                胡  晋等：修正Gram-Schmidt正交化构建电源分配网络时域宏模型                       2759 

 

图 1  电源/地层电源分配网络等效电路 
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其中 为介电常数， 为介质损耗正切， 为金属层电

导率， 为自由空间磁导率， 为网格宽度，d 为电源/地

层间距， 为导体板层厚。 
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图 1 中自 1 至 为输入端口，自 至 2 为

输出端口，由此可以得到 端口平面对电路传输矩阵 
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其中[ ]I 为单位矩阵，[ 为零矩阵， 为( )

矩阵，具体形式为 
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由传输矩阵与阻抗矩阵的转换关系可以得到电源分

配网络特定端口处的的阻抗频率响应，具体计算方法参见文

献[6]。 

3  时域宏模型 

3.1 有理函数逼近 

电源分配网络阻抗频率响应 可以通过有理多项式

函数逼近得到： 
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               (4) 

其中 ， 为离散采样角频率， ， 为分子、

分母多项式阶数， ， 为多项式系数。式(4)用矩阵表

示为 
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其中 已归一化为 1，多项式阶数 ，DS可以通过搜寻矩

阵 的最小特征值来确定

0b NS
TA A [7]。 

3.2 MGS 正交化处理 
由于采样频率点个数通常大于多项式系数个数，故式(5)

实质上为一线性超定方程组，通常是由求解系数方程组来获

得其最小二乘解。实际应用中，当电源分配网络工作在较宽

的频带内及多项式阶数较高时，矩阵A具有很大的动态范

围，病态矩阵 导致难以对系数方程组进行准确地数值

计算。正交化处理是解决病态条件数问题的常用方法，这里

利用修正 Gram-Schmidt 正交化对A进行正交三角分解。 

TA A

设m 阶矩阵A的列线性无关，则A能分解为 n×
=A QR                    (6) 

分别记为 ( )1 2, ,= nA a a a ， ( )1 2, ,= nQ q q q ， 
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MGS正交化过程按列逐步进行计算，步骤如下[8]： 
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已经证明 MGS 克服了 GS 中的舍入误差问题，可以解

得稳定的最小二乘解。此时超定方程组(5)可改写为 
T= =RX Q Y C                 (9) 

由这个三角形方程组可以求得最小二乘解X 。利用

Bernoulli多项式求根方法[8]分解分母多项式，选择位于复平

面左半平面的极点，构建阻抗频率响应的部分分式展开 
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式中 和 分别为实极点和共轭复极点， 和lp l r l ip jp′ ± lr
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l r l ijα β′ ± ′ 为它们所分别对应的留数， 代表输入/输出间

的直接耦合。式(10)即为电源分配网络时域宏模型，它表征

了电源分配网络端口处的输入/输出特性，其实质上为全通、

低通、带通 3 种滤波器子网络的叠加。下面来确定系数 r ，

和

r∞ ∞

lr l r l ijα β′ ′± 。 

和式(5)类似，点匹配阻抗频率响应得到线性方程组
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              (11) 

同样利用 MGS 方法求解，可以得到时域宏模型部分分

式中各项系数。 

4  无源及稳定性 

对于线性时不变系统，由有理函数逼近所构建的电源分

配网络时域宏模型需要满足无源及稳定条件。稳定性要求有

界激励输入稳定系统产生有界输出，为此有理函数必须满足

以下约束条件：(1)所有极点位于复平面左半平面及虚轴上；

(2)复平面虚轴上仅包含单个极点；(3)有理函数分子分母多

项式阶数之差不大于 1，即 NS DS 1− ≤ 。以上 3 点约束均

可以在构建时域宏模型中强制满足。 

无源性要求无源电路不会发生自激，由于有源宏模型结

合稳定电路进行电路仿真时会激发不稳定的时域响应，为此

无源性是构建电源分配网络时域宏模型时必须考虑的因素。

文献[5]指出无源网络必须满足条件： 
Re[ ( )] 0 ,H s jw w= ≥ ∀               (12) 

构建电源分配网络无源时域宏模型的基本思想是多个

无源子网络的叠加必然满足无源条件，为此只需对式(10)中

各分式分别约束该条件即可。展开式(10)，得到实部为 
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(13) 
不难得出时域宏模型无源约束准则： 
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对由式(11)求得的各项系数应用上述约束准则可以确保时域

宏模型的无源性。 

5  计算实例 

作为实例，分析以下结构的典型电源/地层电源分配网

络，平面层尺寸为长 6cm 宽 4cm，层间距为 0.1mm，铜层

厚度为 0.035mm， ，在 1GHz 时，介质损耗正切为

。传输矩阵方法中网格单元尺寸为 5mm  

5mm，共分割为 12× 8 个单元，单元参数计算如下：

，L ， 。利用传输矩

阵方法分别计算端口 1 处(3cm，2cm)和端口 2 处(2.5cm，1cm)

的阻抗频率响应，频率自 DC 至 1GHz 采样 50 点。 

4.5rε =

tan 0.02δ = ×

9.9pFC = 126n Ωdc 0.985mR =

逐次增大 搜寻矩阵 最小特征值，当 降低到

量级时再无显著变化，此时 为 15 ，选择

。利用修正Gram-Schmidt正交化处理对矩阵A
进行正交三角分解，得到分子、分母多项式系数的稳定最小

二乘解，随后利用 Bernoulli 多项式求根方法确定有理函数

极点，其中 MGS 及 Bernoulli 算法均通过 C 程序实现，为

提高计算精度，使用双精度变量存储数据。舍去实部大于零

的不稳定极点(由于利用稳定极点进行点匹配来确定部分分

式系数，所以并不会影响到时域宏模型精度)，保留位于复平

面左半平面内的稳定极点，求得宏模型各项系数，对数据进

行微调以满足约束准则式(14)，最终得到电源分配网络无源

时域宏模型。 

DS TA A minλ
1410− DS

NS=DS 1−

图 2，图 3 对利用修正 Gram-Schmidt 正交化与直接最

小二乘逼近两种方法得到的时域宏模型与原始频率信息进

行了比较。可以看出直接最小二乘逼近由于病态条件数导致

与原始频率响应信息之间存在较大误差，尤其是在低频范围

内，而 MGS 正交化处理有效地克服了这一数值问题，在全

频带范围内达到了很好的逼近。 

 

图 2  端口 1 阻抗频率响应 
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图 3  端口 2 阻抗频率响应 

6   结束语 

本文提出利用修正 Gram-Schmidt 正交化对有理函数

逼近法方程组系数矩阵进行正交三角分解，结合 Bernoulli

多项式求根方法及稳定、无源性准则可以精确构建电源分配

网络时域宏模型。该方法可通过高效率的 C 程序实现，计算

精度高，有效地解决了病态条件矩阵所带来的数值问题。下

一步我们将利用电源分配网络时域宏模型结合线性、非线性

电路器件研究高速电路系统和封装结构中的同步开关噪声

问题。 
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