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消失矩对小波分析求解自相似参数 Hurst 的影响研究 
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摘 要： 研究了消失矩对小波求解自相似参数 Hurst 值的影响，给出了理论推导和分析，间接论证了消失矩对 Hurst

参数求解的影响趋势，通过大量的实验结果给出了详细情况。理论和实验结果一致表明，在局部上，Hurst 参数随

着消失矩的增大呈现周期性变化，但总的趋势是随着消失矩的增大 Hurst 值减小，误差在增大，满足条件的最小消

失矩是最佳选择。该结论能为基于自相似和小波分析的大量应用提供理论依据。 
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Abstract: A theoretic analysis is proposed which indirectly proves how vanishing moments influence on estimation 
Hurst parameter of self-similar traffic, and a lots of experimental results show the Hurst’s value changes periodicity 
with the vanishing moments, but total way is the Hurst’s value decrease and its variance raises with the increase of 
the vanishing moments. This conclusion is different from common view, and could provide reason for choice 
vanishing moments on wavelet analysis method for Hurst parameter.    
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1  引言  

1994 年，Leland等人[1]对Bellcore的局域网测试与分析

的结果显示，实际网络流量模型具有统计自相似性。1995 年，

Beran等[2]通过对大量的不同类别的可变比特率视频流数据

的统计发现，它们也同样表现出一种长相关特性。另外，对

WAN等网络的测量，同样发现这些网络业务量表现出长相关

的特性[3,4]。网络流量的这种特性给许多应用带来了新的方

法，如在异常流量检测方面，文献 [1,5,6] 根据DDoS 

(Distributed Denial of Service)攻击会造成网络的自相似性

能降低，从Hurst值的变化，检测是否发生了DDoS攻击，提

出了基于自相似性检测DDoS攻击；在网络性能优化方面，

中国科学院软件研究所将广域网流量的长相关特性应用于

千兆交换路由器的缓存控制。这些基于网络流量自相似性的
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资助课题 

应用，关键问题是对采集来的数据进行自相似性分析。因此

关于自相似参数Hurst的准确求解变成了一个重要的研究课

题。 

大量的文献在研究Hurst参数的求解问题 [7 。常用的求

解Hurst参数的方法有聚集方差法、周期图法、R/S分析法

(rescaled range analysis)、Whittle法等。如Leland等人在文

献[1]中采用R/S方法和聚集方差法分别对自相似参数求解,

文献[2]利用聚集方差法求解DDoS攻击对自相似性的影响。

这些方法存在需要样本容量较大，计算过程较缓慢，准确性

不高等缺点。目前最具有代表性的是利用小波分析法求解

Hurst参数。文献[10，11]探讨了将小波分析法用于求解Hurst

的情况。在中国科学院软件研究所的“信息网前沿技术研究：

通信网络动态仿真”的项目中对科技网流量进行分析，也采

用了小波分析的方法分析整理采集的数据。然而，小波分析

的精度往往受到一些数学特征因素的影响，如消失矩、对称

性、紧支性等，其中，消失矩是选择小波分析的最重要的因

素 [1 。比如我们要研究检测DDoS攻击，不同的小波消失

矩对DDoS攻击造成的Hurst值变化的敏感程度不一样，选择

不合适的消失矩会造成DDoS攻击检测不及时的问题

9]−

1 13]−

[11]。然

而，上面这些文献在应用小波分析自相似性时并未给出选用

小波种类和消失矩的深入研究与分析。在文献[8，11]中给出
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了不同小波和消失矩求解Hurst的情况，但是它们没有给出

理论推导，而且文献[8]的结果分析建立在拟合误差之上。 

本文研究了消失矩对小波求解自相似参数 Hurst(H)值

的影响，给出了理论推导分析和大量的实验结果。其余部分

组织如下：第 2 节介绍了消失矩。第 3 节首先给出了自相似

过程和小波系求解 Hurst 方差法，在此基础上理论推导和分

析了小波正则度对 H 值影响，间接证明了消失矩对 H 值影

响。第 4 节是实验。最后是结束语。 

2  消失矩 

定义 1  小波函数 如果满足   ( )tψ ( )d 0,kt t t
ℜ

ψ =∫ 0 k≤

m< ，则称 具有 阶消失矩。从消失矩的定义中可以

推知，m 阶消失矩意味着小于 次的多项式与小波 内

积作用的结果都是零。当 时，小波函数具有一阶消失

矩，这是小波允许条件的基本要求。当 时，称小波函

数具有高阶消失矩。消失矩越高，小波逼近光滑函数的能力

越强，因此在一般的应用中总是选择消失矩比较高的小波

基。 

( )tψ m

m ( )tψ
1m =

1m >

由于正则度刻画了函数的光滑程度，正则度和消失矩紧

密相关，它也是自相似模型的一个参数，影响着消失矩的选

择。 

3  基于自相似和小波理论分析消失矩对 值影响 H

3.1 自相似过程 

( , 0,1,2,3, )iX X i= = 为一个广义平稳过程， 表示

第 个单位时间内到达的网络流量单元的数目(如到达的数

据包的个数，或到达的字节数 )，记 ，  

，自相关函数  

。 令 称为

的 阶的聚合过程，对每个m ， 都表示一个广义

平稳随机过程， 为其对应的自相关函数。如果对所有的

，m 阶聚合过程 都具有与原过程同样的相关函数结

构，即 则称为自相似参数

为 的严格自相似过程；如果  

则称为自相似参数为 的渐

近二价自相似过程。其中 是表述自相似特性的唯一参数，

值越大，自相似程度越高，其取值范围是(1/2,1)。 

iX

i

[ ]iE Xμ = 2σ =
2[( ) ]iE X μ− ( ) [( )( )]/i i kr k E X Xμ μ+= − −

2σ ( )
1( )/ , 1,2, 3, ,m

k km m kmX X X m k− += + + =

{ }iX m ( )mX
( )mr

m ( )mX
( )( ) ( ), 0 1, ,mr k r k k<β= < → ∞

2−

,

1 /H β= ( )( ) ( )mr k r k→

~ ,k β− , 0,1,2,m k→ ∞ = H

H

H

3.2 小波系数方差法求解 Hurst 

小波分析法求解 Hurst 系数方法主要有小波系数方差

法、谱估计法、能量法。正如文献[8]所述，这些方法殊路同

归，其原理都是基于能量的分析方法。 

若 为一统计自相似过程，其功率谱为 。对

作小波变换，得到小波系数 

{ ( )}x t ( )xP ω
( )x t

2( )
,( ), ( ) 2 ( ) (2 )d

jj j
l j ld x t t x t t lψ ψ= = −∫

其中
2

, ( ) 2 (2 )d
j

j
j l t tψ ψ= − l t∫ 为二进正交小波，其正则度为

。  R
2( )[ ] [ ( )]2 (2 )d 0

jj j
lE d E x t t l tψ= − =∫         (2) 

根据相关系数的定义，任意两个小波变换系数 ，

间的相关值为 

( )j
ld '

( ')j
l

d

'
( ')( )

, ', '[ , ] [ ( ) ( ) ( ) ( )]d djj
l j l jl

E d d E x t t x t' t' t t'ψ ψ= l∫∫  (3) 

作傅里叶变换并用 Parseval 公式得到 

( ')
2 ' '

( ) '
'

2
' [ 2 2 ]

[ , ]

2 (2 ) (2 ) ]d
2

j j
j j

j j
l l

j j i l lx

E d d

e ω
γ

σ ψ ω ψ ω ω
π ω

− +
− −+∞ − − − −

−∞
= ∫　　 (4) 

由式(2)，式(3)得到 的方差为  ( )j
ld ( ) ( ) 2Var[ ] [ ]j j

l ld E d=
222

( ) d
2

j
x

γ

γ

σ ψ ω ω
π ω

− ∧+∞

−∞
= ∫ .记

22
2 1

( ) d
2

x
γ

σσ ψ
π ω

∧+∞

−∞
= ∫ ω ω

ld γσ −=

，

则 
( ) 2Var[ ] 2j j    (5) 

通过对式(5)两边的数据取对数后，在均方误差最小的意

义下进行线性拟合得到以 j 为自变量，以 为函

数的直线，斜率即为 。利用 便可求得H 值。 

( )
2log Var[ ]j

ld

γ 2Hγ = + 1

3.3 小波正则度对H值影响的理论分析 

在小波系数方差法中要求基本小波正则度 2R γ≥ 。其

原因是 须取得有限值，即 2σ
22 2 22

2
0

2 2
2

0

1
( ) d ( ) d

2 2

( ) d
2

R
x x

x R

γ γ

γ

σ σ ωσ ψ ω ω ψ
π ω π ω
σ ω ψ ω ω
π

+∞ +∞

−∞ −∞

+∞
−

−∞

= ==

=

∫ ∫

∫

ω ω

1

(6) 

由于 ，所以R 的取值对于 值有着直接的

影响。下面我们通过归一化相关系数考察正则度对H 值影响

的总趋势。归一化相关系数定义为

2Hγ = + H

[12]： 
( ) ( ')

'
( ) ( ')

'

[ ]
( , , , )

Var[ ]Var[ ]

j j
l l
j j

l l

E d d
l l' j j'

d d
ρ =     (7) 

把式(4)，式(5)代入式(7)式得到 
( ')

2

( ')
2

'

( ')(1 )
2

2

2

' [ 2 ' 2 ]

2

2 0

' '

2 1
( , , , ) (2 )

2 2

(2 ) d

2 1
     (2 )

(2 )cos[( 2 '2 ) ]d

j j

j j

j j

j j

jx

j i l l

jx

j j j

l l' j j'

e

l l

γ

γ

γ

ω

γ

σρ ψ
ωσ π

ψ ω ω

σ ψ ω
σ π ω

ψ ω ω ω

− +

− +

− −

− + −

+∞ −

−∞

− − −

+∞ −

− − −

=

⋅

=

⋅ −

∫

∫

ω

 

令 l ,可以得到 l'=
( ')(1 )

22

2 0

' '

2 1
( ; , ) (2 )

(2 )cos[ (2 2 ) ]d

j j

jx

j j j

l j j'

l

γ

γ

σρ ψ
σ π ω

ψ ω ω

− + −
+∞ −

− − −

=

⋅ −

∫ ω

ω
 

令 1j j'= + ,可以得到 

( ; , 1)l j jρ − ≈
2

1
2 0

1
( ) cos[ (2 ) ]djx l

γ

σ ψ ω ω ω
σ π ω

+∞ − −∫   (8) t      (1) 

由式(8)可知随着 j 的增大，同一分解级数( l )对应l'=
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表 1 分解级数 相邻尺度( 1j j'= + )的小波系数间相关性将减少，其减少的 

number [3,4] [5,8] [9,16] [17,30] 

db(n) 分解级数 9 8 7 6 

sym(n)分解级数 9 8 7 6 

coif(n)分解级数 8 7 7 － 

量级与 (在分母位置)成正比，而由(6)式知道 随着

的增大而减小，也就是说小波的正则度 越大，系数

相关性减少得越快，H 值就是系数相关性的总体反映，因此

总体趋势将减小。只有当消失矩的阶数高于正则性时才能度

量出该正则性指数，上面的理论分析间接的论证了消失矩对

Hurst 值的影响。 

2σ 2σ

2R γ− R

 

4  实验和分析 

为了直接验证消失矩对小波求解 Hurst 指数的影响，选

用 db(n)、sym(n)、coif(n)系列小波，通过改变 进行分析。

信号采用分形布朗运动函数 wfbm 生成，用 Matlab 作为工

具产生 的长度为 4096 的自相似信号如图 1 所示。 

n

0.80H = 图 2 db3 求解 H 值 

在表 2 中，纵向比较可以发现同一消失矩不同的小波所

求得的H 值相差不大。横向比较可以发现同一种类小波不同

消失矩对 Hurst 值的影响，为了清楚发现其规律，根据表 2

做出的 db(n)、sym(n)、coif(n)对应的不同消失矩求解的H

值误差，如图 3 所示。 

 
从表 2 可以发现，随着消失矩的增大H 值局部呈现周期

式的时大时小，总的趋势是H 值在不断的减小。从图 3 可以

发现，随着消失矩的增大，误差(相对于 0.80，而不是文献[8]

中的拟合误差)也在变大。而且无论哪一个小波，具有最小消

失矩的小波求出的H 值误差最小，即 db3 的消失矩为 3，误

差为 0.0359，sym3 的消失矩为 3，误差为 0.0359，coif2 的

消失矩为 4，误差为 0.0544，db 系列小波的平均误差最小，

因此，db3 最精确。 

图 1 H＝0.80 的长度为 

4096 的自相似信号 

因为自相似系数 Hurst 在[0.5,1]之间，所以选用的消失

矩 ，分解级数对系数准确性有影响，在此采用最大

分解级数，分解级数见表 1。用小波系数法求解 Hurst，图 2

为用 db3 求解 值，斜率为 2.5282，根据 ,求出

。其他小波求解得到的 值见表 2。 

3n >=

H 2Hγ = + 1

0.7641H = H 改变H 值和信号长度，我们做了大量的实验，表 3 是H  

表 2 不同小波消失矩求解的 值 H

消失矩 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

db(n) 0.7641 0.7392 0.7393 0.7443 0.7467 0.7398 0.7295 0.7426 0.7401 0.7143 0.7112 0.7294 0.7254 0.7063 

sym(n) 0.7641 0.7306 0.7262 0.7545 0.7283 0.7314 0.7263 0.7227 0.6988 0.7131 0.6889 0.7058 0.6812 0.7012 

coif(n)  0.7456 - 0.7248 - 0.7036 - 0.6951 - - - - - - 

消失矩 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

db(n) 0.7035 0.7283 0.7223 0.7042 0.7136 0.7178 0.7038 0.6993 0.7087 0.7050 0.7110 0.7068 0.7109 0.7108 

sym(n) 0.6949 0.7158 0.7057 0.7228 0.7116 0.7194 0.7164 0.7164 0.7101 0.7106 0.7308 0.7193 0.7154 0.7234 

coif(n) - - - - - - - - - - - - - - 

表 3 不同小波消失矩求解的H 值(长度为 8192，信号 为 0.56) H

消失矩 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

db(n) 0.5503 0.5115 0.5314 0.5232 0.5213 0.5231 0.5154 0.5307 0.5356 0.5219 0.5096 0.5217 0.5301 0.5194 

sym(n) 0.5503 0.5159 0.5251 0.5297 0.5185 0.5170 0.5282 0.5223 0.4953 0.5146 0.4898 0.5093 0.4764 0.5033 

coif(n)  0.5303 - 0.5272 - 0.5188 - 0.5086 - - - - - - 

消失矩 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

db(n) 0.5390 0.5372 0.5433 0.5429 0.5435 0.5394 0.5365 0.5383 0.5441 0.5424 0.5381 0.5358 0.5413 0.5412 

sym(n) 0.4914 0.5007 0.5027 0.5006 0.4956 0.4992 0.5020 0.4985 0.4949 0.5009 0.7308 0.5011 0.5038 0.5098 

coif(n) - - - - - - - - - - - - - - 
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表 4 不同小波消失矩求解的 值(信号长度为 1024，信号 为 0.62) H H

消失矩 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

db(n) 0.6133 0.5694 0.5496 0.5308 0.5210 0.5201 0.4889 0.4740 0.5111 0.4838 0.4726 0.5107 0.5340 0.4997 

sym(n) 0.6133 0.5751 0.5298 0.5041 0.5029 0.4828 0.4380 0.4895 0.4973 0.5016 0.4631 0.4907 0.4757 0.4929 

coif(n)  0.5175 - 0.4827 - 0.4949 - 0.4982 - - - - - - 

消失矩 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

db(n) 0.4482 0.4375 0.4483 0.4765 0.4829 0.5003 0.4882 0.4984 0.4618 0.4478 0.4693 0.5157 0.5287 0.5595 

sym(n) 0.5013 0.4693 0.4744 0.4521 0.4667 0.4827 0.5126 0.5168 0.5246 0.5533 0.5493 0.5581 0.5597 0.5502 

coif(n) - - - - - - - - - - - - - - 

 
图 3 不同消失矩求解的 值误差 H

为 0.56,长度为 8192 的信号实验结果，图 4 是表 3 对应的不

同消失矩求解的 值误差，表 4 是H 为 0.62,长度为 1024

的信号实验结果，图 5 是表 4 对应的不同消失矩求解的H 值 

H

误差。图 4、图 5 与图 3 实验结果一致。 

 
图 4 不同消失矩求解            图 5 不同消失矩求解 

的 值误差(长度为 8192，       的H 值误差(长度为 1024，

信号 为 0.56)                 信号H 为 0.62) 

H
H

由于随着消失矩的增大，分解级数越来越小，实验拟合

的点数越来越少，此时求出的值不能代表正常情况，如在表

4 中，消失矩大于 27 时，分解级数等于 4，db(n)与 sym(n)

所求的H 不减少反而一直增大。可见分解级数对于H 值的

影响也很大。消失矩越小，分解级数越大，所求的H 值越准

确。本文选用最大消失矩为 30，当分解级数较大时(大于 7)，

反映了消失矩周期性的减少这一规律。不难发现，同一分解

级数对应的消失矩所求得的 值呈现周期性变化，如在表 2

中，db(n)在分解级数[5,8]范围内，消失矩为 7 时，H 值最

大，两边的则变小，在[9,16]内，消失矩为 10 时，H 值最大。

可见消失矩在一定的分解级数内所求得的 值呈现周期性

变化，而这些最高点连接起来又使得整体上呈现减少的变

化。 

H

H

5  结束语 

小波分析方法求解 值比一般的方法(如 R/S 法)具有

更高的精度，但是选择不同的小波和消失矩往往会得到不同

的结果，这会对基于自相似和小波分析的应用必然带来影

响，如在基于小波检测 DDoS 攻击应用中，如果选择最适合 

H

于发现H 值变化的消失矩，这对于及时和准确地发现入侵异

常会产生很好的效果。本文正是为这些应用提供小波选择的

依据，我们从理论和实验方面对小波消失矩选择进行了研

究，并做了分析，可以看出，实验结果和理论分析基本一致。

总的规律是：随着消失矩增大，局部上其 值时大时小，总

体上H 值在减小，消失矩越小，分解级数越大，求解的H 值

越准确，具有最小消失矩的小波误差最小，是小波分析法求

解H 值的最佳选择。在实践中，我们还发现，随着消失矩的

增大，求解H 值的所花费的时间越来越大，这主要是因为计

算量增大导致的。相信这些研究结果对基于自相似和小波分

析的应用能提供有价值的参考，未来的工作是研究如何使用

小波系数方差法在线快速求解H 值。 

H
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