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删余低密度奇偶校验码的分析与设计 
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摘  要：通信系统中在不同的信道条件下常采用不同的编码速率，删余码是实现这种策略的有效方式。该文基于高

斯近似思想，分析了高斯白噪声信道上删余 LDPC 码的消息传递译码算法，并在推导出消息均值迭代公式的基础

上提出了一种优化删余分布的方法。仿真结果表明，根据此优化方法设计的删余 LDPC 码在消息传递译码算法下，

消息均值增长较快并且消息传递译码算法具有较快的收敛速度。 
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Analysis and Design of Punctured LDPC 
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(Department of Automation, USTC, Hefei 230027, China) 

Abstract: In Communication systems, code rates are usually adapted to different channel environment, while 
puncturing is an effective solution to this strategy. Based on Gaussian approximation, the message-passing 
decoding algorithm for punctured Low-Density Parity-Check (LDPC)codes on Additive White Gaussian Noise 
(AWGN) channel is analyzed, as well as the recursive function for message mean is derived. According to this 
function, a novel design approach is proposed for optimizing the puncturing distributions. Simulation results 
demonstrate that not only the message mean of message-passing decoder increases more quickly for punctured 
LDPC optimized by the proposed approach, but also the convergence rate of message-passing decoder is faster than 
that by traditional approaches. 
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1  引言  

在时变衰落信道上，经常使用的差错控制策略是根据不

同的信道条件采用不同的编码速率。实现这种策略的有效方

式是使用速率兼容的编码，也就是使用一系列不同速率的

码，此系列中所有码能够采用相同的一对编码器/译码器进

行编译码。在构造速率兼容的编码时，删余是最常用的一种

方法，即首先设计一个低速率码，然后在传输时通过删除某

些特定比特位来获得更高的编码速率。 

常用的速率兼容的删余码主要有BCH码[1]，卷积码[2]和

Turbo码[3, 4]。BCH码和卷积码容易实现，但不能提供接近容

量的性能。Turbo码具有良好的性能，可是其译码复杂度相

当高。Gallager提出的低密度奇偶校验 (LDPC) 码的性能达

到甚至超过了Tu r b o码，并具有非常低的译码复杂 

度[5, 6]。在此基础上，Li和Narayanan提出了速率兼容LDPC

码的概念[7]，并且通过删余和扩展相结合从一个规则LDPC

码构造了一系列删余LDPC码。Yazdani等[8]采用优化得到的

不规则LDPC码作为母码，通过删余和扩展相结合构造了速

率分别为 8/10，8/11 , 8/19 的一系列速率兼容LDPC码。

Dholakia等

,
[9]通过增加码符号的删余比例与减少奇偶校验方
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程个数相结合的方式，从阵列LDPC母码获得速率兼容的

LDPC码，适用于DSL系统。但上述方法都集中于速率兼容

LDPC码的构造，缺少理论分析，从而不能保证构造的删余

LDPC码最优。 

Ha和McLaughlin[10–12]在理论上研究了删余LDPC码的

收敛性，指出译码迭代过程中附加删余比例仅仅依赖于母码

的度数分布对以及删余分布。当删余分布设计合适时，随着

译码迭代次数增加，附加删余比例收敛到零。优化删余分布

时采用的性能标准是一个称为“门限值(threshold)”[13]的信

道参数，当信道信噪比低于此门限值时，消息传递译码算法

下比特错误率总不能收敛到零；反之，当信道信噪比高于此

门限值时，随着迭代次数增多，比特错误概率则趋于零。 

本文基于高斯近似思想，从删余 LDPC 码包括被删除的

变量节点和未被删除的变量节点出发，分析删余 LDPC 码在

高斯白噪声信道(AWGN)下的消息传递译码算法，并推导出

消息均值更新的迭代公式，称为稳态方程。基于稳态方程，

提出一种新的优化方法，设计最优的删余分布。根据此优化

方法为一个速率为 1/2 的 LDPC 码设计删余分布，并研究了

此删余分布下消息的迭代变化。仿真结果表明，根据本文所

提出的优化方法设计的删余 LDPC 码比文献[12]中设计的删

余 LDPC 码消息均值增长更快，表明消息传递译码算法具有
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更快的收敛速度。 

 
图 1  删余方案框图 

2  删余 LDPC 码  

删余方案框图如图 1 所示。首先，根据二分图中变量节

点的度数把这些节点分组，将所有度数为 j 的变量节点分为

一组，各组分别记为 ，jG 2 lj d≤ ≤ 。 为 中一个编码

后的符号，即一个变量节点。然后，随机地删除 中的一

些符号，删除的符号数占 中符号总数的比例为 。用

表示总的删余比例，可以导出 
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( )( )0( ), ( ), ( )x x xλ ρ π 表示删余 LDPC 码码集。此删余 LDPC

码码集的设计码率为 
 ( )( ) ( ) ( )( )0, , , 1r rλ ρ π λ ρ= − 0p             (2) 

因为奇偶校验矩阵可能存在线性相关的行，所以式(1)中的码

率是删余 LDPC 码的设计速率而非实际码率。但是，当码字

长度较长(n )，码集中码的实际速率以很高的概率接近

实际速率，所以可以假设设计速率等于实际速率。当母码固

定后，信息位和校验位的长度固定，删余 LDPC 码则是通过

从母码编码后的码字中删除一定的比特得到，从而发送速率

得到提高。无论删掉的是信息位还是校验位，从编码前信息

比特数和编码且删除后码字包含的比特数看来，删余 LDPC

码的码率都可以用式(1)表示。我们的目标是在一个给定的删

余比例 下，为所有的

→ ∞

( )0p j 设计 以使 SNR门限值最小化。

因为删余码的码率大于母码的码率，所以删余码的 SNR 门

限值将更高。从而，一个等价的问题是固定删余码的目标

SNR 门限值，然后针对此门限值设计删余分布 以使删余

比例 最大化。在接收端，根据发送端的删余分布重新构

建完整的接收码字 ，其中 为相应于发送符号 的接收信

号。最后，把 送入消息传递译码器中进行迭代译码。 
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3  基于高斯近似的删余 LDPC 码分析 

在消息传递译码过程中，第 次迭代时校验节点发出的

对数似然比消息 ， k 可以用均值为

k
( )ku N∈ ( )k

um 、方差为

的高斯随机变量逼近。迭代过程中保持不变的对称

条件 使得均值和方差之间具有下列关系：

( )( )Var ku

( ) ( )xf x e f x= −
( )( ) ( )Var 2k

uu m= k 。因此，仅通过跟踪整个迭代过程中消息

均值的变化，就可以观察校验节点消息的概率密度函数
( ) ( ) ( ) ( )( ),2k k

u uf u N m m= k )

k

的演化，其中 为均值为 μ、

方差为 的正态分布概率密度函数。文献[12]从变量节点消

息等于零的概率随译码迭代次数逐渐趋于零这一角度出发，

分析了消息均值的变化。对于删余 LDPC 码，在译码初始化

时，被删除的变量节点的对数似然比(LLR)消息会被置为零，

即相应的发送比特为 1 或 0 的概率相同，故不能判决发送的

比特。变量节点的消息等于零的概率逐渐趋于零也就意味着

所有的发送比特都可以判别出来。下面从另外一个角度分析

删余 LDPC 码并推导出译码过程中消息均值迭代公式，这儿

把删余 LDPC 码中变量节点分成两种：未被删除的和被删除

的。 

( 2,N μ σ
2σ

3.1  删余 LDPC 码分析 

文献[12]把变量节点及校验节点消息分成两个部分，即

连续的部分和离散的部分。其中，连续部分指的是不为零的

变量(校验)节点消息所占的部分，离散部分指的是为零的变

量(校验)节点消息所占的部分。从而，消息密度包含零处的

冲激函数，导致整个消息密度不能很好地近似为高斯分布。

然而，变量节点的输出消息仍为高斯形状的，因为在变量节

点处，许多独立同分布的输入消息进行叠加操作。而且，随

着迭代次数的增加，变量节点消息为零的概率逐渐趋于零，

从而离散部分所占的比例很小，这样整个消息密度可以近似

为高斯。在下述分析中，我们把删余 LDPC 码中变量节点分

成两种(未被删除的和被删除的)并且把消息概率密度近似为

高斯分布。对于初始被删除、度数为 的变量节点，其在第 k

次迭代过程中消息的均值为 

i
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由高斯近似分析[14]知，对于一个度数为 的校验节点，有 cd
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因此，度数为 s 的校验节点在第 k 次迭代时发出消息的均值
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从而，第 次迭代时校验节点发出消息的加权均值为 k
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把式(3)和式(4)代入式(8)，得到[12]
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这就是删余 LDPC 码的校验节点均值更新递归公式，称之为

稳态方程。 

3.2  删余分布的优化 

对于无差错译码，消息均值随着迭代次数单调增加到无

穷大，即对于任何 有0k ≥ ( ) ( )1k k
u um m +< ，并且当 k 时，

。这里，对给定的 ，求满足条件
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并且使 最大的一组 。这等价于对给定的总删余比

例 ，选择 以使 最小。在文献[12]中，作者通过

变换把不等式
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一种删余分布设计方法。这里，本文直接从稳态方程式(9)

中的消息均值出发，提出一种新的优化方法。因为设计的目

标是在达到最优分布下，消息均值能够随着迭代次数单调增

加到无穷大。此外，对于实际的译码，如果消息均值增加较

快，则经过更少的迭代次数，即可做出正确的判决。优化算

法如下： 
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其次，根据信道的噪声计算出 ，再依次增大 形成一
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可以看到此不等式包含 的线性组合。因此，对于一个固

定的度数分布对，分别代入 中的各个值，形成优化问

题的约束方程组。 
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计最优的删余分布 ，使得 最大。 

( ) ( )0

2

vd
'
j j

j

p λ π
=

=∑
( )0{ }jπ

( )0p

4  删余分布设计 

删余 LDPC 码的码率大于母码的码率，因此其信噪比门

限更高。在给定母码的度数分布对 和 后，固定删

余 LDPC 码的目标信噪比门限

( )xλ ( )xρ

0bE N ，然后对于此门限值

采用上节提出的算法优化(最大化)删余比例 以及删余分

布 。 

( )0p
( )0{ }jπ
根据上述优化方法为一个速率为 1/2的LDPC码设计删

余比例，为了比较，此 LDPC 母码的度数分布取自文献[12]： 
2 5( ) 0.23403 0.21242 0.14690 0.10284x x x xλ = + + + 6x

x

 
190.30381x+  

7 8( ) 0.71875 0.28125x xρ = +  

在不同目标信噪比下，优化后的删余比例见表 1。 

从表 1 可以看出，随着目标信噪比的依次增大，即噪声

方差的依次减小，可获得的最大删余比例越来越大，这和理

论预期的一样。另外，通过上述设计方法获得的 (除了

)随着删余比例增大而单调递增，这表明可以速率兼容的

方式获得删余LDPC码。虽然 没有随着速率增加而增加，

但是 是如此之小以致在整个码率范围内可以被忽略。 

( )0
jπ

( )0
7π

( )0
7π

( )0
7π
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表 1  不同目标信噪比条件下优化的删余分布  jπ
(0)

及总删余比例  p(0)

σ  0.96612 0.91177 0.88555 0.84154 0.79457 
( )0
2π  0.00000 0.06452 0.11333 0.18838 0.25278 
( )0
3π  0.00000 0.00000 0.00000 0.00520 0.03670 
( )0
6π  0.00000 0.07442 0.16638 0.29749 0.40082 
( )0
7π  0.00000 0.03333 0.00000 0.00000 0.00000 
( )0
20π  0.00000 0.16734 0.19078 0.20510 0.22158 
( )0p  0.00000 0.05122 0.08354 0.13547 0.18728 

为了验证所提出设计准则的正确性，以噪声方差

0.91177, 0.84154 为例，观察在文献[12]中得出的打孔分

布 和表 1 中得出的打孔分布 下消息均值

的变化过程，分别如图 2 和图 3 所示，其

中横坐标表示迭代次数 ，纵坐标表示消息均值 。从图

2 和图 3 可知，在噪声方差 0.91177 和 σ 0.84154 下，

用本文提出的方法得到的删余 LDPC 码比文献[12]中得到的

删余 LDPC 码消息均值增长更快，表明消息传递译码收敛得

更快。 

σ =
( )0{ }jπ

( )0{ }jπ
( ){ , 1,2,k
um k = }

k ( )k
um

σ = =

 
图 2 删余 LDPC 码的消息         图 3 删余 LDPC 码的消息 
均值变化( 0.84154)           均值变化( σ 0.91177) σ = =
图 4 为删余LDPC码在AWGN信道上的性能曲线，横坐

标为信噪比(Eb/N0)，纵坐标为误码率(BER)，从左到右删余

分布 依次为 0.00000，0.05122，0.08354，0.13547，0.18728，( )0p

为本文设计的打孔分布下的性能， 为文献[12]中设计的

打孔分布下的性能。其中，码长N = 39999，校验方程个数

M = 20000，随机构造的不规则奇偶校验矩阵H中不包含长

度为 4 的环且其符合上述的度数分布对 和 。从图 4

可以看到，删余码的性能与理论预测一致。图 5 为不同信躁

比下LDPC码的平均迭代次数。译码过程中，最大迭代次数

设为 50。图 5 表明，本文所设计的打孔分布下，译码所需的

译码次数较低。 

( )xλ ( )xρ

 
图 4  删余 LDPC 码           图 5  删余 LDPC 码译码时 

的性能曲线                     的平均迭代次数 

5  结束语 

本文针对 AWGN 信道研究了 LDPC 码的删余分布问

题。基于高斯近似思想，分析了删余 LDPC 码在高斯白噪声

信道下的消息传递译码算法，并推导出消息均值 ( )k
um 更新的

迭代公式。此迭代公式使得我们可以观察删余分布如何影响

删余 LDPC 码的性能，进而指导构造实用的最优删余 LDPC

码。 

根据消息均值迭代公式，本文提出一种获得最优删余分

布的设计准则，此设计准则为一个简单的线性规划问题。为

了验证所提出的设计准则，对一个速率为 1/2 的 LDPC 母码

设计了不同目标信噪比门限下的删余比例，并且观察了

0.91177 和 0.84154 下删余 LDPC 码的消息均值随

着迭代次数的变化情况。仿真结果表明，根据此优化方法设

计的删余 LDPC 码在消息传递译码算法下，消息均值增长较

快。对于随机构造的码长为 39999 的 LDPC 码，其删余码的

性能与理论预测一致，消息传递译码算法具有更快的收敛速

度。 

σ = σ =
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