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-Σ Δ插值型 A/D 转换器的结构优化设计 
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摘  要：该文提出了一种新的通用高阶稳定的∑-Δ插值型A/D转换器的优化设计算法。该算法采用状态空间下通用

的插值型结构，研究了设计原理和设计的详细过程，给出了传输函数变换和稳定条件，实现了零点优化和巴特沃思

极点的噪声传递函数。在结构系数的实现中，采用能量增量最小的优化算法，使A/D转换器具有更佳的稳定性能。

最后，通过例子验证了该方法的有效性。 
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Structure Optimal Design of  A/D Interpolative Modulator -Σ Δ
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Abstract: In the paper, a new general optimal design method of stable high-order interpolative ∑-ΔA/D 
modulator is presented. The design principle and process in detail are given  by using  an interpolative structure 
in state space and the transfer function conversion, then the noise transfer function is realized by optimized zero 
and Butterworth poles. The stable condition of modulator is studied and the structure coefficients are gained by 
minimizing the state energy in order to make the modulator more stable. Finally illustrative examples are 
demonstrated to show the effectiveness. 
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1  引言  

∑-Δ A/D转换器是现代高精度混合集成电路模数转换

器部分应用最广泛的技术，其主要优点是内在的高度线性和

对模拟元件参数的非敏感性，因而利于采用现代大规模、超

大规模电路工艺实现混合信号电路的集成。 

∑-Δ A/D转换器设计实现主要是按照给定的性能指标

设计其噪声传递函数，而后仿真验证其稳定性。在电路的具

体实现结构中，通常采用插值型结构[1–3]。目前，国内学者在

高阶∑-Δ A/D转换器研究集中在传递函数上，其稳定性采用

仿真试验的方法，对传递函数的实现结构及其优化的研究很

少[4–6]；国外学者对其高阶的传递函数、结构和算法都有研究。

文献[4]提出一种在调制器内部状态参量小于电源电压的约

束条件下，通过仿真调整积分器增益来保证高阶转换器稳定

的设计方法，然而忽略了∑-Δ A/D转换器的主要性能是由信

噪比、带宽性能和信号输入范围决定。文献[5]提出在最大输
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入范围下试验调整噪声传递函数的极点，使带外增益小于给

定的预设值而稳定，不足是计算量大和带外增益的随机性，

没有涉及实现结构。文献[6]提出数字ChebyshevIIR滤波器的

设计方法来设计调制器理想噪声传输函数，通过反复调整

IIR滤波器的截止频率和仿真进行稳定性验证，其实截止频

率和带宽一样是由信号决定的；实现原理是通过比较噪声函

数得到前馈结构的系数，没有进行系数优化。文献[1]对插值

型各种结构进行了研究，但是没有给出噪声传输函数、信号

传输函数与插值型结构系统的关系。文献[7]提出并实现了利

用反Chebyshev方法来设计的工具，但是没有进行噪声传输

函数和结构系数的优化，采用的是简单的串行结构实现。 

本文提出一种通用高阶稳定的插值型∑-Δ A/D转换器

的设计算法，研究了在给定带宽、输入范围下零点优化和巴

特沃思极点设计噪声传输函数的方法和判定其稳定的条件；

研究了噪声传输函数、信号传输函数与插值型结构系数的关

系和其系数实现的优化方法。在Matlab工作平台和Rchreier

工具上建模对∑-Δ A/D转换器行为进行了仿真和性能比较，

验证了该方法的有效性。 

2  A/D转换器 -Σ Δ
基本的高阶单量化器(一位或多位) ∑-Δ A/D 转换器的
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模型如图1所示，整个转换器是一个非线性系统，由一个滤

波器 ，一个量化器Q 和一个数模转换反馈回路 构

成。 

( )H z DAC

假设量化器Q 为一个带噪声 的加法器，量化器Q 和回

路 增益都为1，则∑-Δ A/D转换器简化线性模型如图2

所示。 

E

DAC

 
图1  高阶A/D转换器        图2  A/D转换器简化线性模型 

由图2知：该系统是一个两输入单输出的线性系统，一

个输入为外部输入信号U ，另一个输入为量化器噪声输入

，输出则是量化器值Y ，根据线性系统叠加原理，系统 z

域输出表示为 

E

( ) STF( ) ( ) NTF( ) ( )Y z z X z z E z= +          (1) 
( ) 1

STF , NTF
1 ( ) 1 (

H z
H z H z

= =
+ + )

       (2) 

其中 为信号传输函数， 为噪声传输函数。 NTF( )z STF( )z

3  插值型  A/D转换器 -Σ Δ
图3所示为通用一位 阶的插值型∑-Δ A/D转换器结

构模型

N
[1,3](为了简便省略了状态的前馈通路)，这种模型可选

择的参数多，是一种比传递函数更加灵活的设计方法，所有

的插值型∑-Δ A/D 转换器都可以用这种模型来实现。 

 
图3  插值型∑-Δ A/D转换器结构模型 

由图3可以看出，A/D转换器由 个单位延迟和一个量

化器组成， 是转换器系统 维状态变量， ，Β ，C ，

是转换器的结构参数。A/D转换器矩阵形式的状态方程表

示为 

N

X N Α
D

( 1) ( ) ( ) ( )

( ) sgn[ ( )]

x n x n u n y n

y n x n

⎫+ = + + ⎪⎪⎪⎬⎪= ⎪⎪⎭

A B D

C
       (3) 

其中 
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其中上标T表示矩阵的转置，符号函数 表示一位量化器

，增益为1，因此，量化器的线性模型为 

sgn()

Q

( ) ( ) ( )y n x n e n= +C                (4) 

( )e n 为量化器的噪声输入。由式(3)，式(4)经过 变换，得

到A/D转换器的 z 域表示，由此可得其噪声传递函数

z
[8]为 

det[ ]NTF( )
det[ ( )]

zIz
zI

−=
− +

A
A DC

           (5) 

信号传递函数为 
1STF( ) [ ( )]z zI −= − +C A DC B           (6) 

由式(5)，式(6)可以看出，信号传递函数 STF 和噪声传递

函数NT 有相同的极点，并且都等于矩阵 的特

征值，它们是式(2)的另一种表达形式。 

( )z

F( )z +A DC

4  设计算法 

∑-Δ A/D转换器主要性能由噪声传递函数决定，其一般

形式为 
NTF( ) ( )/ ( )z N z D z=              (7) 

设计噪声传递函数，首先要根据性能要求和过采样率估

计插值型∑-Δ A/D 转换器的阶数N ；其次，对其分子

零点和分母 极点分开设计，然后由得到的零极点组合成

噪声传递函数 ，并验证是否符合稳定条件；在插值

型结构的系数实现中，根据系统能量增量最小原理，计算其

系数。 

( )N z

( )D z

NTF( )z

4.1 零点优化设计 

一般高阶噪声传递函数N 个零点都集中在 处，即

直流频率处，从而使低频信号基带处的量化噪声得到衰减，

但是文献[9]指出：如果噪声传递函数的零点均匀地分布在信

号基带中，而不是都集中在直流频率处，会对量化噪声有更

好的衰减效果。为了使信号内的噪声功率最小，可采用零点

优化的方法来得到噪声传递函数的零点分布，也就是得到分

子 零点。 

1z =

( )N z

假设量化噪声在基带 [0 中的功率谱密度为1/3， 则

基带中量化噪声的功率为 

, ]Bω

2
2
0 0

1 NTF( ) d
3

B jN
ω ω ω

π
= ∫ e

1)

           (8) 

再假设噪声传递函数的极点已确定，即为常数；并且对于信

号而言，噪声传递函数是一个低通滤波器函数，因而有

，因此，在信号频带内可以近似为 ( Bω �
2 2

1
NTF( ) ( )

n
j

i
i

e kω ω ω
=

≈ −∏             (9) 

其中 k 为常数，依赖于已确定极点的分布，N 是转换器的阶

数，而  则是噪声传递函数的第 i 个零点。于是噪声传递

函数零点优化的问题就是使式(10)取最小的问题，即 
iω

为奇数

为偶数
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在 条件下求式(10)，得到信号带内量化噪声最

小情况下的零点分布位置，所得结果为相对于带宽 的归

一化常数。表1给出了1–6阶的零点位置和相对于零点集中在

处时信号带内可以提高的信噪比。 

/ iI ω∂ ∂ = 0

零点位置(归一化 B 优化后可提高的

Bω

1z =
表1 优化噪声零点位置 

阶数

n  
ω ) SNR(dB) 

1 

2 

3 

4 

5 

6 ±0.2386, ±0.6612,

0 

± 0.5774 

0, ±0.7746 

±0.3400,±0.8611 

0, ±0.5385, ±0.9062 

 ±0.9324 

3.5 

23 

0 

8 

13 

18 

4.2  

设

计高 得到。 

假设归一化

   (11) 

则经过下

。由此得到的分母作为噪声传

母 ( )D z 。 
4.3  

其稳定性和信噪 的。噪声带外增益

NPG 定义为 

极点巴特沃思设计  

选择噪声传递函数的极点可以限制噪声传递函数的带

外增益，从而提高∑-ΔA/D 转换器的稳定性。另外，还可

以得到比较平滑的高频噪声传递函数，有利于稳定转换器的

信噪比。巴特沃思高通滤波器具有高通平滑滤波特性，有成

熟的理论和表格可查，因而噪声传递函数的极点 ( )D z 采用

通巴特沃思高通滤波器[10]的方法可以很方便

的模拟低通巴特沃思滤波器为 
( ) 1/ ( )LPH s D s=                

列的双线性变换得到高通的数字滤波器： 
1 1[(1 )/(1 )] tan( /2)cs z z ω− −= + − ⋅          (12) 

cω 为通带的3dB处的 频率截止

递函数式(7)的分

稳定分析 

文献[7]指出：噪声带外增益( NPG )越大，带内衰减也

越大，这样有利于带内噪声的压缩，提高转换器的信噪比；

但是，带外增益越大，也就意味着转换器越不容易稳定，输

入信号的幅度范围就越窄。反之，带外增益越小，带内衰减

就越小，不利于带内噪声的压缩，转换器的信噪比相对较低；

但是，这时转换器容易稳定，输入信号的范围比较大。因此，

噪声传递函数的带外增益决定了输入信号幅度和转换器输

出信噪比之间是一对矛盾关系。所以，在设计好噪声传递函

分析验证数后， 比是必要

2

0
NPG NTF(

π
= ∫           (1

1 π
3) 

为了保证转换器稳定，噪声带外增益

                (

G

外增益保证了在输入信号不超过

4.4 

内部系统的能量，定义A/D转换器系统状态

空间的能量为 
N

 

(0) 分别表

) dje ω ω

NPG 满足的条件为 

 4) 

其中最大带外增益为 in,maxNP 3L P= − ，式中常数L 对

和 4N > 分 别 为 2.55 2.4 和 2.35 ，
2

in,max in,max /2P X= 为最大信号功率， in,maxX 为稳定的直流

信号输入幅度，满足最大带

maxNPG NPG< 1

max

于 阶 数 3,4N = ，

最大值时转换器的稳定。 
 插值型结构系数的优化实现 

得到噪声传递函数后，比较 (5 式(7)可知，还不能

完全确定插值型矩阵A，B ，C ，D 的系数，只知道它们

的特征值，因而只能确定矩阵A，C和D系数的满足的条件。

输入矩阵B只与输入信号传递函数有关，在已知矩阵A，C，

D的条件下，则可以由式(2)得到。为了优化系数矩阵A，C，

D和减少转换器

式 )，

2 T

1
i

i

EN x x x
=

= =∑               (15)

信号输入和量化噪声输入都为零，那么对于任意初值

(0)x ，系统在时刻 1n + 的能量比n 时刻增量最 根据线

性系统理论，这时系统有很好的鲁棒性，其中 ,x x

假设

小，

示转换器系统的状态向量和初始值。由式(15)得 
T

T T

T
2( ) ( ) (16)x n x n= +A DC

能量增量最小，即要求矩阵 +A DC 的范数

( 1) ( 1) ( 1)

( )( ) ( ) ( )

EN n x n x n

x n x n

+ = + +

= + +A DC A DC  

所以，要求

2+A DC 最小。因而，系数矩阵A，C和D可以由下列最

优化问题确定： 

2

det[ ] ( )
min s.t.

det[ ( )] ( )

zI N z

zI D z

⎧ − =⎪⎪⎪+ ⎨⎪ − + =⎪⎪⎩

A
A DC

A DC
  (17) 

5  

到了零极点型的噪声传

设计实例 

样频率为 sf 信号带宽为BW (0= ∼  

20)kHz ，信号幅度 in,max 0.9VX = 要求下，设计一个如图3

所示的三阶插值型∑-Δ A/D转换器。由文献[10]可得归一化

的三阶模拟低通巴特沃思滤波器的极点为：−1，−  

0。 cω 为通带的3dB处的截止频率，那么有 2cω = ×  

2 Bfπ ，代入式(12)，得到模拟低通巴特沃思滤波器变换为高

通数字滤波器的双线性变换式，并代入式(11)，得到三阶高

通数字巴特沃思噪声滤波器的极点， ：0.8515±j 0.1953，

0.7711，而此时3个零点全部集中在 1z = 处，保持该极点不

变，再按照4.1节方法进行带内噪声的零点优化，优化后零点

值为：1，0.9995 ± j 0.0317，于是得

在采 3.072MHz= ，

0.5 ± j

0.866

值为

递函数，并展开成多项式如下：  
3 2

3 2NTF
7 2.098 0.59z z+ −

 

maxNPG 1.35= ，此时带外增益为NPG 1.2265=  

maxNPG< ，满足式(14)，有较好稳定性能和一定裕度。在

以上的

2.999 2.999
( )

2.48 72
z z z

z
z

− + −=
−

     (18)

设计要求下，由文献[7]方法得到的噪声传递函数多项

式为 

1

根据4.3节有

3 2

3 2
3 3

NTF( )
2.374 1.9

1z z z
z

z z
− + −=

− +
 

29 0.5322z −
     (19)

带外增益为 NPG 1.2860 1.2265= > ，因而稳定性比本文的

差。在Matlab工作平台和Schreier工具箱下建模[9,11]，对以上

两种三阶∑-Δ A/D调制器进行行为级仿真，采样点数为

819 谱如图4所示，由图4可知在信号带宽2，其输出信号功率
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为BW (0 0.01 )sf= ∼ ，噪声衰减可达90dB，与参考文献的

差不多，但是本文方法得到的信噪比SNR比参考文献[7]得到

的多6dB，相当于位数增加1bit。图5为信号输入幅度与信号

比SNR的关系，由图可见三阶插值型∑-Δ A/D转换器最大信

号比SNR可达90dB，达到此后再增大信号输入幅度则转换器

进入不稳定状态；并且，图3说明本文方法比文献[7]方法在

稳定性能，SNR上都要好。 

 
图4  信号功率谱               图  

8)代入到式(17)

D分别为 

A ， 

= −C

5  信号输入幅度

与信号比关系 

为了确定系数矩阵A，C和D，将式(1

求最优化问题，得到矩阵A, C和

 

2.2749 1.2671 0.2724

1 0.3017 0.0429

0 1 0.4224

⎡ ⎤−⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

[ 1.0904 1.07 [1.1434 0.6101=D  
T0.2896]− ，此时

18 0.2798]− ，

2 1.3629+ =A DC 。由式

比较两边系数可得矩阵 [ 1.1206= −B  
T0.6203 0.1592]− 。图6为信号传递函数采用串联结构实现

后的仿真图

(2)，式(5)，

式(6)代入上述值，

容或者开关电流技术中低电压、低功耗

[8]，这是一种最少系数的插值型结构，图7为文中

插值型结构优化后状态参数的仿真图。在输入信号幅度超过

稳定值后，系统进入不稳定状态，如果超过稳定值的时间比

较短，幅度也比较小，那么在信号恢复正常后，两种实现方

法都能恢复正常。从图6，图7中可以看出，在干扰消失后，

结构参数优化系统具有更快的恢复性能，因而具有更强的抗

干扰性能。另外，优化后状态变量的值比不优化小得多,这有

利于采用当今开关电

电路来实现[11,12]。 

 
干扰恢复           图7  优化后干扰恢复 

6  

性能和实现工艺。通过仿真实例验证了该方法的有效性。 
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图6  优化前

结束语 

本文提出了一种新的通用高阶稳定的∑-Δ插值型高精

度A/D转换器的优化设计方法，给出了设计原理和设计过

程。在噪声传递函数上，采用零点优化和巴特沃思极点设计

的技术。在状态空间下确定插值型结构系数矩阵时，采用使

转换器系统能量增益最小的优化算法，使其具有更佳的稳定
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