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摘  要：针对超分辨率重建的病态反问题进行研究。该文首先介绍超分辨率重建的数学模型，分析了最小二乘估计

及其病态性。其次给出病态问题的正则化泛函，并提出一种自适应动态确定正则化系数的方法，主要研究了迭代算

法的收敛性和参数选择等问题。实验结果验证了方法的有效性。 
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Abstract: In this paper, the ill-posed inverse problem of super-resolution reconstruction is concerned. Firstly, the 
mathematical model of super-resolution reconstruction is given, and the ill-posed property of the least square 
estimation is analyzed. Then, the regularization of ill-posed problem is processed by modifying the original energy 
functional, and an adaptive dynamic method is proposed for the choice of the regularization coefficient. Finally, the 
convergence of the iteration formula and the choice of parameter are thoroughly studied. Experimental results 
demonstrate the effectiveness of the proposed method. 
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1  引言  

超分辨率重建是图像处理、视频处理和计算机视觉领域

的常见问题，属于病态反问题的范畴，需要进行正则化处 

理[1]。一般而言，病态问题的正则化处理需要解决两个重要

问题，首先是正则化泛函中正则项的确定，选择的正则项应

该能够衡量信号的某种奇异性，同时能够在信号重建的同时

更好地保持信号的细节[2, 3]；其次为正则化系数的确定，目

前常用的方法主要有以下几类：(1)经验选取方法[4, 5]，具体

为根据观测数据来估计噪声水平 和凭经验选取一个正则

化能量上界 ，从而确定正则化系数

2ε
2E ( )2/Eα ε= ，这种方

法的缺点是太过主观，需要噪声和正则项的先验知识。(2)

广义交叉验证方法GCV[6, 7](Generalize Cross Validation)，

其本质就是将观测数据随机分为一些估计集和验证集，采用

其中估计集进行模型估计，而用验证集进行数据验证，经过

大量的交叉实验，最后选择预测误差最小的正则化系数作为

最优系数。它的特点是直接数据驱动，无需先验知识，但是
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由于其计算量太大而且需要计算大型矩阵的特征值，一般不

太实用。(3)L-Curve方法[8, 9]，它是通过选取不同的正则化系

数，绘制一个类似字母“L”的数据拟合项和正则项的能量

变化曲线，然后选取曲线最大曲率(或拐点)处的系数作为最

优正则化系数，L-Curve方法的优点是直观稳健，但是也存

在计算量太大的缺点。本文主要针对第 2 个问题进行讨论，

提出一种动态自适应确定正则化系数的方法，从而避免了上

述方法的人为凭经验选取或事先通过大量计算得到的缺点。 

2  超分辨率重建模型 

设 为描述某一连续场景的理想离散信号，

为观测到的降质信号， 分别为原来信号与观

测信号的维数，则一般信号的降质模型为 

LR∈X
MR∈Y L M>

= +Y AX E                  (1) 

其中E 为降质模型的随机噪声部分，假设为期望为 0、标准

差为 σ 的高斯白噪声， 为降质模型的确定性部分，一般假

设为一个线性算子，代表信号获取过程中的各种变换、模糊

及降采样等。所谓信号的超分辨率重建，就是采用一切技术

手段由观测到的降质信号 尽可能地复原重建出原来的高

A

Y
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分辨率信号 。 X

3  最小二乘及其病态性 

信号超分辨率重建属于典型的反问题范畴，反问题所共

有的一个重要属性是病态性，所谓病态或不适定(ill-posed)，

即方程的解不能完全满足“存在、唯一和连续依赖于观测数

据”3 个条件[1]。这里，解不连续依赖观测数据的含义是，

观测数据的微小变动可能导致解的很大变动。由于观测数据

会受噪声污染，因此方程的解可能偏离真解相当远。下面简

要介绍上述超分辨率重建问题的最小二乘估计及其病态性。 

针对降质模型 ，直接进行最小二乘估计，

或在假设E 为高斯白噪声条件下的极大似然(ML)估计，可

得 

= +Y AX E

2argmin= −
X

X Y AX

T

             (2) 

其 Euler-Lagrange 方程为 
T =A AX A Y                  (3) 

显然， ，上述方程的解不唯一，即是病态的。

为了得到符合实际意义的解，就必须寻求某种近似方法对原

问题进行修改，使修改后的问题变成良态，同时修改后问题

的解又必须非常靠近原问题的真解。显然这是两个相互矛盾

的要求，需要进行折中，实现这种目标的技术称为正则化。 

Trank( ) L<A A

4  病态反问题的正则化处理 

4.1  正则化泛函 

修改原问题式(2)的解，构成如下正则化泛函的极小化问

题 

2

argmin ( )

( ) ( ) (| |)d

J

J
Ω

α φ

=

= − + ∇∫
X

X X

X Y AX X X X
     (4) 

其中 d 和 分别为信号自变量的微分和定义域；X Ω
2( )d = −X Y AX 表示数据拟合项，衡量数据拟合程度； 

( ) (| |)dr
Ω

φ= ∇∫X X X

X

r

为正则项，衡量信号的某种奇异性； 

( )α X 为正则化变量或动态正则化系数，起平衡正则项和数

据项的作用，当它变大时，重建解趋于光滑，反之则数据拟

合误差变小。 为单调非降函数，通过选择合适的 ，

可以得到各向同性或各向异性的演化特性，详见文献[2, 3]。

由此可见，超分辨率重建问题的本质就是寻找解X ，在充分

拟合观测数据的前提下，使某种奇异性度量最小。下面先讨

论正则化变量 的特征及其选择，然后再讨论问题解的

迭代形式和收敛性等问题。 

( )sφ ( )sφ

( )α X

4.2  正则化变量 的特征及其选择 Xα( )

由式(4)可以看出，随着迭代的进行，数据项 的作

用是逐步拟合观测误差数据，使得X 呈高频化趋势；而正则

项 则可看作是一个尺度空间的正向演化过程，具有去

除噪声、逐步模糊小尺度上细微结构的作用，使得X 呈现低

频化趋势。因此正则化系数必须能够根据拟合误差能量和正

则能量的变化来动态调节，以自适应地均衡重建信号的高频

和低频特征，使其在保持一定正则性条件下充分拟合观测数

据，所以它的选取必须满足如下条件： 

( )d X

( )r X

(1) 必须为一个光滑函数，以便于下述求导运算。 ( )α X
(2) 必须关于数据项 和正则项 单调上

升。因为当数据项 变大时，拟合误差增大，此时信号

的高频噪声太多，应该加大 以增强正则项的演化作用，

反之则减小 。而当 变小时，即表示信号的正则性

增强(或奇异性减弱)，信号高频信息丢失严重，为使重建信

号不偏离观测数据太远，应该减小 以适当减弱正则项

的演化平滑作用，反之则增大 。此外 还必须满足 

( )α X ( )d X ( )r X

( )d X

( )α X
( )α X ( )r X

( )α X
( )α X ( )α X

两个极端情况 ， ，即当 
( ) 0
lim ( ) 0

d
α

→
=

X
X

( )
lim ( )

d
α

→+∞
= +∞

X
X

数据项的误差能量为零时，则取消正则项，完全由数据项进

行重建。反之当数据项的误差能量为无穷大时，此时观测数

据没有任何意义，应该完全由先验知识构成的正则项进行重

建。 

(3) 的选择必须使正则化泛函 为凸泛函。因

为只有具备了凸性条件，上述泛函的局部极小值才是全局极

小值，可以由任意初始值通过简单的梯度下降法进行求解。 

( )α X ( )J X

根据以上 的特点，这里借鉴Kang( )α X [10]等人的工作，

选取 ，其中 为调节参数，又因为  

，所以有 

( ) ( )Jα τ=X τ ( )J =X

( ) ( ) ( )d α+X X X
( )( )

(1/ ) ( )
d

r
α

τ
=

−
XX
X

              (5) 

显然此式满足上述 的条件(1)，条件(2)，至于条件(3)， ( )α X

由文献[10]可知，当
( ) 1

( )J r
α τ∂ = <
∂
X

X
时，正则化泛函

为凸。 

( )J X

4.3  迭代形式 

现在求解正则化泛函 的极小

化问题，由于 为凸，所以存在唯一极小值，且满足

，即如下的 Euler-Lagrange 方程 

( ) ( ) ( ) ( )J d rα= +X X X X

( )J X

( ) 0J∇ =X X

T

T

1 (| |) 1( )div ( ) ( )
2 | | 2

(6)

' rφα α
⎛ ⎞∇ ⎟⎜ ⎟− ∇ + ∇⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∇⎝ ⎠

=

X
XA AX X X X X
X

A Y
 

其中
d ( )

( ) ( )
d

J
J

αα∇ = ∇X X
XX X ，只要

d ( )
dJ
α τ=X

有界，则

当 时， 。所以式(6)变为 ( ) 0J∇ =X X ( ) 0α∇ =X X

T T1 (| |)
( )div

2 | |
'φα

⎛ ⎞∇ ⎟⎜ ⎟− ∇ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∇⎝ ⎠
XA AX X X A Y
X

      (7) 

这是一个高度复杂的非线性方程，故采用迭代算法 

T T
1

1 ( )
2k k kα+ k

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎜⎢ ⎥= + − − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
X X A Y XA A X L      (8) 

其中 L 为散度项
(| |)

div
| |
'φ⎛ ⎞∇ ⎟⎜ ⎟∇⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ∇⎝ ⎠
X X
X

的某种离散格式所对 

应的线性矩阵，具体离散格式参见文献[2]。值得注意的是，
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此处迭代松弛因子取为 1，是因为正则化变量 ) 中含有

因子 τ ，由此可定义算法的收敛性和收敛速度，详见 4.4 节。 

(α X

4.4  收敛性分析 

针对式(8)，取第 和第 k 步相减，得 1k +
T

1 1 1

1

1( ) ( (
2

( )) (9

k k k k k k

k

+ − −

−

− = − − − +

−

X X X X A A X X L F X

F X

)

)

k  

其中非线性项 ，取一阶线性近似得 ( ) ( )α=F X X X

T
1 1

1( ( ) ) (
2k k k k kJ+ −

⎛ ⎞⎟⎜− = − − −⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠FX X I A A X L X X )  (10) 

其中 为 的 Jacobian 矩阵，第 ( , 个元素为( )JF X ( )F X )m n

( ) ( ) ( )m m
m

n m nx
∂
∂
xx

x x
α α∂ ∂= +

∂ ∂
F X X X ( )mF X； 为向量 的

第 个元素， 为向量X 的第n 个元素。因为当  

( )F X

m nx ( )J∇ =X X

0 时 ， ， 所 以( ) 0α∇ =X X ( )m

nx
∂ =
∂
F X ( ) m

n

x
x

α ∂
∂

X ＝  

),   

0,   

m n

m n

α⎧ =⎪⎪⎪⎨⎪ ≠⎪⎪⎩

X（
，即 ，则式(10)变为 ( ) ( )J α=F X X I

T
1 1

1
( ( ) ) (

2k k k k kα+ −
⎛ ⎞⎟⎜− = − − −⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠X X I A A X L X X )   (11) 

显然上述迭代收敛的充要条件为 

T 1
( ( ) )

2
ρ α⎛ ⎟⎜ − − <⎟⎜ ⎟⎜⎝I A A X L 1

⎞
⎠

)

          (12) 

其中 为矩阵的谱半径。一般而言，矩阵 ( 是对角元为

正的对角占优矩阵

(.)ρ )−L
[2]，根据特征值分布的圆盘定理[11]知其特

征值分布满足 ，其中 为矩阵L的第 i

个对角元。又因为 非负定，所以式 (1 变为 

0 2max( iii
λ≤ ≤ −L iiL

TA A 2)

T 1 2( )
2

ρ α⎛ ⎞⎟⎜ <− ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠A A X L 。再由不等式 T 1
( )

2
ρ α⎛ ⎞⎟⎜ ≤− ⎟⎜ ⎟⎜⎝A A X L⎠

)

 

T( ) ( )max( iii
ρ α+ −A A X L ，所以只要

T )

)

2 (( )
max( )iii

ρα −<
−
A AX
L

， 

即可保证式(8)迭代收敛。关于 可以将其规整为 1，

最终可得迭代收敛的充分条件为 

T(ρ A A

1( )
max( )iii

α <
−

X
L

                (13) 

4.5  参数 的确定 τ
现在根据 4.4 节迭代收敛的充分条件，来讨论 中

调节参数 的确定。因为 

( )α X
τ

( ) 1
( )

(1/ ) ( ) max( )iii

d
r

α
τ

= <
− −
XX
X L

        (14) 

所以
1

( ) ( )max( )iii
r d

τ
> + −X X L 。对于一般信号来说，不妨 

假设信号能量远远大于噪声能量和反映信号奇异性的高频

能量，故可作如下合理近似 

2( ) (| |)dr
Ω

φ= ∇ ≤ ≈∫X X X X 2Y         (15) 

2 2d( )= − = ≤X Y AX E Y

则有
21 (1 max( ))iiiτ

> + −L Y 。所以调节参数可取 

2
1

(1 max( ))iii

τ =
+ −L Y

            (17) 

此时显然满足迭代收敛条件，而且由于 

( ) 22

( ) 1 1 1
1 max( ) ( )iii

J r
α τ∂ = = ≤ <

+ −∂
X

L XYY
  (18) 

所以 为凸泛函，从而保证迭代由任意初始值开始均能

得到最优解。 

( )J X

5  实验研究 

本节主要针对二维图像信号，进行图像超分辨率重建反

问题中的动态确定正则化系数的实验研究。采用标准 Elaine

图像，大小为 512×512，取方差为 1 的 5×5 高斯模糊核。

降采样因子为 2。噪声为均值 0，标准差 的加性高 1.275σ =

斯白噪声。正则项 ( ) (| |)dr
Ω

φ= ∇∫X X X 取简单各向同性 

的Tikhonov正则化 [1]，即 ，此时2( )s sφ = 2=L Δ为 2 倍

Laplac ian算子，则 ，所以可取  max( ) 8iii
− =L ( )α =X

( )
(1/ ) ( )

d
rτ −
X
X

中的 2
1

9
τ =

Y
。重建评价指标采用常见的峰 

值信噪比[5]
2255 L L1 2

10 2PSNR 10 log
ˆ

=
−X X

，其中 分别为真 ˆ,X X

实图像和重建图像， 为图像大小。迭代停止条件为 1 2,L L
2

1 8
2 10k k

k

+ −−
≤

X X
X

，其中 为迭代次数。 k

图 1 给出了 3 种不同初始条件下的超分辨率重建迭代情

况，3 种初值分别为降质图像的双三次插值，全 0 图像和

，其中图 1(a)为正则化变量 的变化曲线，图 1(b)

和图 1(c) 分别为数据拟合误差能量

TA Y ( )α X
2( )d = −X Y AX 和正 

则化能量 ( ) (| |)dr
Ω

φ= ∇∫X X X 的迭代曲线，由此可以看 

出，上述正则化变量 及其调节参数 的确定可以保证

最优化泛函 的凸性和迭代算法的收敛性，由任意初始

值均可得到最终稳定解。图 2 为 Elaine 图像的超分辨率重建

结果，仅给出了一种初值条件下的超分辨率重建图，其余两

种类似，故略去。此外为对比起见，图 2 中还给出了两种正

则化系数恒为常数的 Tikhonov 正则化重建图像，一种取

，此时由于正则化系数取值偏大，过度惩罚了重

建信号的高频奇异特征，导致重建图像过分模糊，丢失了一

些边缘细节。另一种为 ，此时就是简单的最小二乘重

建，由于超分辨率重建属于严重的病态反问题，从而导致重

建图像的噪声放大。而基于动态自适应确定正则化系数的方

法则有效地解决了上述困难，即由任意初始值开始，根据重

建信号的数据拟合误差能量和正则化能量自适应地调节正

则化系数并最终趋于一个稳定的常数。 

( )α X τ

( )J X

0.015α =

0α =

2           (16) 
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图 1  不同初始条件下的迭代曲线 

 

图 2  Elaine 图像超分辨率重建结果 

6  结束语 

本文介绍了超分辨率重建的最小二乘估计及其病态性。

针对正则化系数的选取，提出一种自适应动态确定正则化系

数的方法，详细讨论了迭代算法的收敛性和参数选择等问

题。它的突出特点就是正则化系数不是固定不变的，而是随

着重建过程的进行动态调整，即根据重建信号的数据拟合误 

差能量和正则化能量自适应地进行调节并最终趋于一个稳

定的常数。实验结果验证了方法的有效性。 
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