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快衰落 Rayleigh 信道下短 LDPC 码两类 BP-Based 译码的优化设计 
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摘  要：该文基于最小均方误差(MMSE)准则，对快衰落瑞利(Rayleigh)信道下短码长低密度校验(LDPC)码的

Scaled BP-Based 和 Offset BP-Based 两类改进译码算法进行了优化设计。利用该准则，得出了两类改进算法的最

优校正因子，并给出了相应的数值计算。对码长为 504 和 1008 的 1/2 码率(3,6)规则 LDPC 码实验仿真显示，使

用该准则设计的两类算法能够取得优于置信传播(BP)算法的译码性能。 
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Optimization of Two BP-Based Decoding Algorithms for Short  
 LDPC Codes on Fast Rayleigh Fading Channel 
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Abstract: By using the Minimum Mean Square Error (MMSE) criterion, the design of two improved Belief 
Propagation (BP)-based, i.e., the scaled BP-based and offset BP-based algorithms is presented, for decoding of 
short Low-Density Parity-Check (LDPC) codes on the fast Rayleigh fading channel. Based on the MMSE criterion, 
theoretical formulas and numerical calculations on the optimum factors for these two BP-based algorithms are 
provided. The simulation results for the (3,6) regular LDPC codes of lengths 504 and 1008 on the fast Rayleigh 
fading channel demonstrate that the scaled BP-based and offset BP-based algorithms with the proposed factors 
can achieve the performance better than that of the BP algorithm. 
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1  引言  

Gallager于 1962 年首先提出[1]，并由MacKay和Neal重

新发现[2]的低密度校验(LDPC)码现已引起编码领域的广泛

关注。LDPC码是一类由稀疏校验矩阵定义的线性分组码，

对于该校验矩阵，可以给其关联一个包含两类节点(即变量

节点与校验节点)的Tanner图[3]。校验矩阵的每一行对应于

Tanner图中的一个校验节点，每一列对应于一个变量节点；

校验矩阵中的非零元素对应于该图中变量节点与校验节点

相连的一条边。LDPC码的迭代译码即通过相连变量节点与

校验节点间的消息传递来完成。众所周知，置信传播(BP)

算法[2, 4]为LDPC码基于Tanner图的迭代译码提供了很好的

数学工具。在加性高斯白噪声(AWGN)和各种衰落信道下，
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资助课题 

采用BP算法译码的LDPC码能够取得与香农限接近的优异

译码性能。 

LDPC 码是第四代(4G)移动通信系统的备选编译码方

案之一。对于移动环境而言，低复杂度、低延迟的译码算法

更具实用价值。为了很好地实现 LDPC 码在性能与计算复

杂度上的折衷，相继提出了各种基于 BP 的迭代译码算 

法[5–8]。Fossorier等人首先提出了简化的UMP BP-Based算

法[5]，该算法只需要实数加运算，而且是通用(Universal)的

由于其不依赖于信道的任何状态信息。在信道状态变化频繁

情况下(如快衰落Rayleigh信道)，译码算法的这种Universal

特性颇具吸引力。UMP BP-Based算法在降低BP译码复杂

度的同时，也带来了译码性能上的较大损失。因此，又提出

了两类改进译码算法[6, 7]，称为Scaled BP-Based1)  与Offset 

BP-Based算法。 

 
1)在文献[6]和文献[7]中，类似的算法称为Normalized BP-Based算
法。 
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为了使改进的译码算法取得较好的译码性能，对于短码

长规则LDPC码 (即码长大约为 1kbits以下 )，Chen和

Fossorier利用等幅度均值(EMM)准则获得了加性高斯白噪

声(AWGN)信道下Scaled BP-Based算法的校正因子[6]。事实

上，该EMM准则并不是最优的，Kim等人又提出了更优的

最小均方误差(MMSE)准则[9]。但文献[6]和文献[9]的分析，

仅局限于AWGN信道下的Scaled BP-Based算法。本文拟利

用 该 MMSE 准 则 对 快 衰 落 Rayleigh 信 道 下 ， Scaled 

BP-Based和Offset BP-Based两类改进译码算法进行优化设

计，并对不同短码长规则LDPC码进行实验仿真。 

2  LDPC 码的 BP 和几类 BP-Based 译码算法 

考虑(dv,dc)规则LDPC码情况，其中dv≥2 与dc≥2 分别

为变量节点与校验节点的度。以下讨论的各种译码算法均在

对数域上进行，即算法采用对数似然比(LLR)，而非概率作

为其度量。在不指定某个节点的情况下，记BP和几类

BP-Based译码算法的变量节点输出消息为v；BP算法的校验

节点输出消息为u，UMP BP-Based，Scaled BP-Based和

Offset BP-Based算法的校验节点输出消息分别为：u1，u2和

u3。对于BP算法而言，变量节点的输出消息表示为 

( ) ( )
1

0

1

vd
i

i

v u u
−

=
= +∑                   (1) 

其中u(i)(i=1,2 , d, v−1)为除接收消息v的校验节点外，其余

dv−1 个与该变量节点相连校验节点输入的LLR值；u(0) 为该

变量节点在信道输出端的LLR值。相应地，在BP算法中，

校验节点的输出消息则满足如下Tanh法则[4]： 
( )1
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其中v(j)(j=1,2 , d, c−1)为除接收消息u的变量节点外，其余

dc−1 个与该校验节点相连变量节点输入的LLR值。 

几类BP-Based算法与BP算法的区别仅在于校验节点

对其输入消息的处理方式不同。在UMP BP-Based算法[5]中，

有 

( )( ) ( )
1

1 1,2, , 11
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           (3) 

在Scaled BP-Based算法[6,7]中，校验节点的输出消息由下式

取代  2)

2u α= ⋅                     (4) 

而在 Offset BP-Based算法[7]中，则有 

3 1 1sgn( ) max{| | ,0}u u u β= ⋅ −            (5) 

 
2)在Normalized BP-Based算法中， ，其中2 1 /u u α= α ( )1α ≥ 称

为归一化因子。 

在这两类改进 BP-Based 译码算法中，分别使用了乘性和加

性校正因子。其中，乘性因子α(0<α 1≤ )称为尺度因子(scale 

factor)，加性因子β(β 0≥ )称为偏移因子(offset factor)。显然，

最优的α与β 值是信噪比(SNR)的函数且与迭代次数有关。

与文献[6]和文献[7]的做法类似，本文对于所有的迭代及

SNR 值，α与β 均设定为某一定值。 

3  基于 MMSE 的两类 BP-Based 译码优化设计 

3.1  MMSE 准则下 与 值确定 α β
对于上述几类BP-Based算法而言，由于校验节点在对

输入LLR信息的处理过程中引入了近似，因而与BP算法相

比这些近似方法可能会带来译码性能上的损失。对于短码长

LDPC码，第一次迭代的外信息近似会严重影响整个迭代过

程的译码性能[6]。第一次迭代译码时，由于校验节点输入给

变量节点的外信息为 0，根据式(1)此时变量节点的输出消息

为 。以下讨论的也是此类消息作为式(2)至式(5)校验

节点输入LLR的情况。 

( )0v u=

对于 Scaled BP-Based 算法，在 MMSE 准则下，α 的

取值应使均方误差 2 2
2 1[( ) ] [( ) ]E u u E u uα− = − ⋅ 最小。

此时，可得α 最优取值为 

1
2

1

[| | ]

[ ]

E u u

E u
α

⋅
=                    (6) 

同理，对于 Offset BP-Based 算法，在 MMSE 准则下，β 的 

取值应使均方误差 ( ) { }( )2 2

3 1| | | | max ,0E Eu u u u β⎡ ⎤ ⎡=− − − ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

最小。由此，可得 β 近似最优取值为 

1[ ] [| |]E u E uβ ≈ −               (7) 

3.2  MMSE 准则下 与 值计算 α β
本文的整个分析和算法设计过程，考虑的是二进制移相

键控(BPSK)调制方式( { }0 1,1 1→ + → − )。下面将讨论，

如何利用MMSE准则计算快衰落Rayleigh信道下的 与

值。由 3.1 节的分析知，式(2)和式(3)中的消息 (j=1, 

2, 2, , )取值均为来自于信道的 LLR 值。 

α β
( )jv

, 1cd − 1cd −

在BPSK调制快衰落Rayleigh信道下，记信道的噪声方

差为 。由于该信道下无边信息可以获得，故此时信道的

初始LLR值可近似表示为

2
nσ

[10]： ( )0 22 [ ] nu r E a σ= ⋅ ，其中 为

BPSK调制后信道的输出值，a 为信道的归一化衰落因子，

其概率密度函数为

r

( ) ( )22 ea xpp a a= ⋅ − ，且 ，

。这里要指出的是，在两类BP-Based算法的

设计中，本文未对 做关于

2[ ] 1E a =

[ ] 0.8862E a =
( )0u 22 [ ] nE a σ 的归一化处理。由于

讨论的两类信道均为对称信道，且对称信道下线性码的误比

特率(BER)与发送码字无关，不失一般性，假定发送为全零

码字。根据式(6)和式(7)，要获得MMSE准则下 与 的最

优取值，需计算若干个统计均值。 

α β

为表述方便，引入函数 ( )
21 exp d

2 2x

tQ x t
π

∞ ⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∫ 。 
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当发送为全零码字时， 的概率密度函数表示为 ( )0u
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显然，随机变量 ( )0u 的取值范围为：( ，记其概

率分布函数为 ( ) 。根据式 ( 8 ) 及  
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由于 (j=1,2 , d( )jv , c−1)均为来自于信道的LLR值，其

密 度 函 数 与 相 同 。 为 表 示 方 便 ， 再 记( )0u minv  
( )

1,2, , 1
min

c

j

j d
v

= −
= ，由式(3)可知 min1u v= 。若  ( ) ( )1 2, ,v v ,

)( 1cdv − 相互统计独立，则 1u 的概率密度函数 ( )

可计算为 

( )h x 0x >

( ) ( ) ( ) ( )( ) 21 1 cd
ch x d g x G x −= − ⋅ −         (11) 

下面将讨论如何计算式(6)和式(7)中的各个均值。对于

与 u 有关的均值 1[ ]E u u⋅ 和 [ ]E u ，结合式(2)和式(3)，采

用蒙特卡洛仿真方法对其进行计算。对于与 1u 有关的均值

1[E u ]和 2
1[E u ] ，则可用积分式计算得到。利用式(9)至式

(11)， 1[E u ]和 2
1[E u ]的计算式为 

( )
1 0

dk kE x hu
∞⎡ ⎤ = ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦ ∫ x x ， =1,2       (12) k

4  数值计算 

利用式(6)至式(12)和第 3 节中的有关分析，计算得到了

快衰落Rayleigh信道下一系列 1/2 码率(dv,dc)规则LDPC 

码在不同 SNR 值的尺度因子α 与偏移因子 ，如图 1 和图

2 所示。对于短码长 LDPC 码，文献[6]引入 SNR 临界区

(critical range)的定义，指出对于高于或低于该区域的 SNR

值，Scaled BP-Based 算法的译码性能对于 值变化不甚敏

感，并选取该区域内某一 SNR 对应的 值作为 Scaled 

BP-Based 算法的尺度因子。在本文中，我们研究发现无边

信息快衰落 Rayleigh 信道下，临界区应由其相应的有边信

息衰落信道的 BP 译码 BER 曲线来指定。本文中，称该曲

线为参考曲线(reference curve)，码长为 504 和 1008 的(3,6)

码参考曲线已在图 3 和图 4 中由虚线标出。同时，我们还发

现对于不同码长的 LDPC 码，临界区的选取是不同的。 

β

α

α

 
图 1  不同 SNR 值的            图 2  不同 SNR 值的 

MMSE 尺度因子                MMSE 偏移因子 

 
图 3  码长 504 的(3,6)码        图 4  码长 1008 的(3,6)码 

BER 仿真性能                   BER 仿真性能 

例如，对于码长为 504 的码，临界区取为：参考曲线

BER为 至 对应的SNR区域(即文献[6]给出的定

义)；对于码长为 1008 的码，由于其码长增加，其临界区相

应地取为：参考曲线BER为 至 对应的区域。对于

码长为 504 和 1008 的码，我们在临界区内选取的SNR值，

其分别对应的参考曲线BER近似为 和 。例

如，对于快衰落Rayleigh信道下码长为 504 的(3,6)规则码，

根据仿真图 3，应选取E

310− 410−

410− 510−

42 10−× 52 10−×

b/N0=5.0dB；再根据图 1，可确定

出Scaled BP-Based算法的尺度因子为 ；对于Offset 

BP-Based算法，则根据图 2 可确定出其偏移因子为

。同理，可得到该衰落信道下码长为 1008 的(3,6)

码 α 与 值。这些结果及其对应选取的SNR值，已在表 1

中列出。 

0.86α =

0.29β =

β

表 1  MMSE 准则获得的(3,6)码α与β值 

码长 选取SNR(Eb/N0) α  β  
504 5.0 0.86 0.29 
1008 4.8 0.85 0.30 
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5  实验仿真 

如 3.2 节所述，在两类改进BP-Based算法的设计中，我

们没有对 做关于( )0u 22 [ ] nE a σ 的归一化处理。但为保留算法

在快衰落Rayleigh信道下的Universal特性，仿真中需做此处

理。归一化处理后，表 1 给出的尺度因子不变，而偏移因子

则要发生相应的改变。以码长为 504 的(3,6)码为例，由于选

取的Eb/N0=5.0dB，即 ，故将 除以2 0.316nσ = 0.29β =
22 [ ] nE a σ ，即可得到其归一化偏移因子为 0.052。类似地，

可计算得到该衰落信道下，码长为 1008 的码字归一化偏移

因子为 0.056。 

为表述方便，将基于 MMSE 准则设计的改进算法，简

称为 MMSE 算法。在快衰落 Rayleigh 信道下，分别对码长

为 504 和 1008 的(3,6)规则 LDPC 码 MMSE Scaled/Offset 

BP-Based 算法 BER 性能进行了实验仿真，如图 3 和图 4

所示。为便于比较，在这些图中亦加入了 BP 和 UMP 

BP-Based 算法的仿真性能。对于所有(包括参考曲线)的仿

真，最大迭代译码次数均设定为 1000 次；迭代译码的终止

条件均为：当硬判决序列 与 LDPC 码的校验矩阵 满足

校验关系 时，停止迭代。 

ĉ H
Tˆ 0⋅ =H c

由图 3 和图 4 可见，快衰落Rayleigh信道下，MMSE 

Scaled/Offset BP-Based两类算法明显优于UMP BP-Based

算法，且亦优于BP 算法。图 3 表明，对于码长为 504 的(3,6)

码，译码BER= 时，MMSE Scaled BP-Based和MMSE 

Offset BP-Based算法所需的E

510−

b/N0分别优于UMP BP- 

Based算法 0.3 和 0.2dB，亦分别优于BP算法 0.2 和 0.1dB。

类似地，对于码长为 1008 的(3,6)码(见图 4)，在译码BER= 

时，两类MMSE BP-Based算法优于UMP BP-Based

算法 0.4 至 0.5dB，且优于BP算法 0.15 至 0.25dB。 

510−

6  结束语 

在快衰落 Rayleigh 信道下，本文基于 MMSE 准则对短

码长 LDPC 码的 Scaled BP-Based 和 Offset BP-Based 译码

算法进行了优化设计。该衰落信道下，对码长为 504 和 1008

的(3,6)规则码实验仿真显示，基于 MMSE 准则设计的

Scaled/Offset BP-Based 算法能够取得优于 BP 算法的译码

性能。 
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