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双 Haar 小波变换系数的 MAP 估计及在图像去噪中的应用 

   刘英霞    王  欣 
  (山东大学信息科学与工程学院  济南  250100) 

摘  要：小波变换作为一种新的工具，在信号去噪中得到了重要的应用。本文对双 Haar 小波变换系数，提出了

MAP 的估计方法，并对其在图像去噪中的应用进行了讨论。实验表明所提出的小波收缩算法与软门限方法相比较，

用于图像去噪时可以给出更好的结果。 
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MAP Estimate of Double Haar Wavelet Coefficients and  
 Its Application to Image Denoising 
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Abstract: As a new tool, the wavelet transform has been used successfully in signal denoising. In this paper, the 

MAP estimate of double Haar wavelet transform coefficients is developed. Also, its application to image denoising 

is discussed. Examples show that the proposed approach is better than the soft thresholding in image denoising. 
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1  引言  

小波变换作为一种新的信号分析工具，在信号去噪中得

到了重要应用。Mallat等人[1]首先提出了一种最大模重建的

方法，它主要利用信号的小波变换系数的极大模值，来重建

原始信号，从而达到抑制信号中的噪声的目的。Donoho[2]则

提出了一种软门限去噪的方法，它是通过设定一个固定的门

限来对小波系数进行收缩，达到消除噪声的影响。由于该方

法简单有效、便于应用，故一经提出便受到人们的广泛注意。

后续的研究工作包括对软门限中门限值的设定进行了深入

的探讨[3]，特别是Moulin[4]等人证明了软门限可以看成当信

号模型为Laplace分布时的最大后验估计。最近，Hansen[5]等

人利用最小描述长度(MDL)原理，给出了一种小波收缩算

法。Xie[6]等人对该算法进行了改进。由于利用小波变换可以

有效地分离信号中不同的频率分量，而与噪声相比，信号的

能量往往又集中在低频部分。因此基于小波变换域的这些信

号的去噪方法与传统的滤波方法相比，往往会给出更好的结

果。 

在图像处理中，利用小波域去噪的一个重要问题就是小

波基的选取。我们希望选取的小波基应该具有良好的边缘检

测性能。实验表明[7]，Haar小波具有最好边缘检测效果，原

因是相对于其它小波而言，Haar小波具有最短的支集。但在

实际使用中，基于Haar小波的图像去噪效果并不理想。因此，

我们宁愿牺牲一些边缘检测效果，而选择具有较长支集的小

波，以获得更好的滤波效果。 
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从本质上说，小波变换可以看成为多通道滤波器组的一

个特殊情况[8]。如何把多通道滤波器组用于信号的去噪是一

个非常吸引人的研究领域。文献[9]中提出了一种双Haar小

波，它可以看成为三通道滤波器组。双Haar小波与Haar小波

一样，具有良好的边缘检测性能，不同之处就是它具有更好

的平滑噪声的功能，因此非常适用于信号的去噪。 

本文针对双 Haar 小波变换，给出了基于 MAP 的小波

收缩算法。该算法充分利用了信号的双 Haar 小波两个变换

系数间的相关特性，以便得到小波系数的最佳估计。实例表

明，与现有的软门限去噪方法相比，它可以给出更好的去噪

结果。 

2  双 Haar 小波变换 

在给出双 Haar 小波变换定义之前，我们首先介绍三通

道滤波器组。图 1 为一离散三通道滤波器组的方框图。从图

中可以看出，输入信号 被低通滤波器 和高通滤波

器 ， 分解为尺度部分 和细节部分 ，

。经过三抽取后，尺度信号 可以继续被分解。另

外，从图中可以看出，分解后的信号经过三插值后，通过相

应的重建滤波器 和 ， 就可以得到输出信号。

对于多通道滤波器组，我们要求信号具有完全再建特性，即

。 
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图 1  三通道滤波器组 



第 5期                 刘英霞等：双Haar小波变换系数的MAP估计及在图像去噪中的应用                      1039 

双 Haar 小波是基于两个 Haar 小波的三通道小波变换，

其分析滤波器组为 
1

0( ) ( 1 )/3H z z z−= + +             (1) 
1

1( ) (1 )/3H z z−= −          .      (2) 

2( ) (1 )/3H z z= −                  (3) 

其重建滤波器组为  
1

0( ) ( 1 )G z z z−= + +          .       (4) 
1

1( ) ( 2 1 )G z z z−= − + +               (5) 
1

2( ) ( 1 2 )G z z z−= + −      .          (6) 

实际上，通过简单的推导可以得到三通道滤波器组信号重建

的条件为[8]: 
2

0

1
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3 k k
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( ) ( ) 0, 1, 2n
k k
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G z H zW n
=
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这里 。这样把 ， ，

代入式(7)和式(8)，就可以证明它们符合完全重建条件。 
3 exp( 2 /3)W j π= − ( )kH z ( )kG z 0, 1, 2k =

由定义可以看出， 和 为两个 Haar 小波，

为一均值滤波器。因此，双 Haar 小波滤波器组具有良

好的边缘检测性能和平滑噪声的能力。但是该滤波器组不是

正交滤波器组，故用于信号去噪时，必须要设计新的小波收

缩算法。我们将在下一小节对该问题进行讨论。 

1( )H z 2( )H z

0( )H z

3  双 Haar 小波系数的 MAP 估计 

为给出小波域去噪的具体算法，我们假设某一混有噪声

的输入序列可以表示为 

( ) ( ) ( )x n s n w n= +                 (9) 

这里 是原始信号， 为均值为零的 Gauss 白噪声。 ( )s n ( )w n

设在某一尺度下 经过双 Haar 小波变换后，其小波

系数分别为 和 。则有 

( )x n

1( )x n 2( )x n

1 1 1( ) ( ) ( )x n s n w n= +                (10) 

2 2 2( ) ( ) ( )x n s n w n= +                (11) 

其中 和 ， 和 分别表示 和 经

过双 Haar 小波变换后的小波系数。 
1( )s n 2( )s n 1( )w n 2( )w n ( )s n ( )w n

 令 ， ，  T
1 2[ ( ) ( )]x n x n=x T

1 2[ ( ) ( )]s n s n=s 1[ ( )w n=w
T

2( )]w n 。则式(10)和式(11)可以写成下述的矩阵形式： 

= +x s w                     (12) 

显然， 和 是具有相同分布的零均值 Gauss

白噪声。设其方差为 ，那么概率密度函数可以写为 
1( )w n 2( )w n

2
wσ

2 2
1 2

22
1( ) exp

22 ww

w w
p

σπσ
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为了得到小波系数的 MAP 估计，我们必须对信号的先

验概率分布有所了解。在这里，我们对小波系数采用下述二

维 Gauss 概率密度模型： 
2 2
1 2

22
1( ) exp

22 s

s s
p

σπσ
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s
s
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其中 为信号小波系数的方差。另外，我们也可以采用其它

的信号模型，从而得到不同的小波系数收缩算法

2
sσ

[10]。 

根据定义，MAP 估计要求当给定观测向量 后，出现s
的概率最大，即s的估计值： 

x

ˆ argmax ( ) argmax[ ( | ) ( )]p p= =s|x x|s ss s
s s | x x s p s    (15) 

通过取对数运算及式(13)，可得等效的表达式： 
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其中C 为常数。这样经过求偏导取零值后，有 
2 2

1 1 1( )/ /w sx s sσ σ− − = 0

0

            (17) 
2 2

2 2 2( )/ /w sx s sσ σ− − =             (18) 

对 和 分别求解后，就可以得到小波系数的 MAP 估计： 1s 2s
2
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由式(10)和式(11)可以得到 
2 2 2( ) , 1,2k s wx n kσ σ= + =             (20) 

代入式(19)后有 
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注意到 故当 时，可以令

。故最后得到小波系数的最佳估计: 
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 (22) 

由式(22)给出的小波系数估计算法也是一种小波系数的

收缩算法。与软门限方法相比较，它的收缩值不是固定的，

而是随小波系数幅度的变大而缩小，从而使信号的边缘得到

更为有效的保护。 

4  双 Haar 小波用于去除图像的 Gauss 白噪声 

上面给出了双Haar小波的小波系数的MAP估计, 下面

将举例说明该方法与软门限方法在去除Gauss白噪声时能力

的不同。需要说明的是，由于软门限用于去噪时，需要采用

正交基。而双Haar小波是非正交小波，因此不适用于软门限。

为了进行合理的比较，对软门限，我们选用了二次样条Bio3.1

双正交小波[11]。其原因是该小波的支集长度为 4，与支集长

度为 3 的双Haar小波基本相等。 

由于本文提出的方法是在Haar小波的基础上得到结论，

而 Haar 小波具有良好的保持图像边缘的特点，因此该方法

在去噪的同时能够保持图像的细节部分。 

本节将举例说明它们可以有效地用于图像的去噪。为了

便于比较，所有实验仅在第一个小波变换尺度下进行处理。

一维信号的小波变换可以很容易推广到二维。下面的例子就

是利用混有噪声的 Lena 图像来比较不同的小波对图像去噪

能力的不同。 
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例 1：图 2(a) 给出了原始 Lena 图像。对该图像叠加方

差分别为 100，200，300 和 400 的 Gauss 白噪声后，得到 4

幅被噪声污染的图像。然后对这 4 幅图像分别用基于二次样

条 Bio3.1 双正交小波的软门限方法和基于双 Haar 小波的

MAP 方法处理后，其信噪比的改进列于表 1 中。图 2 (b) 为

原始 Lena 图像叠加方差为 200 的 Gauss 白噪声后的图像。

图 2(c)和 2(d)为该噪声图像分别经过基于二次样条 Bio3.1

双正交小波的软门限和基于双 Haar 小波的 MAP 方法处理

后的图像。可以看出，后者在不同的噪声情况下，均能给出

较好的结果。 

 
图 2 

表 1  不同方法信噪比改进比较表(dB) 

噪声方差 100 200 300 400 

Soft 方法 0.53 1.51 1.92 2.16 

MAP 方法 2.12 3.44 4.02 4.72 

5  结束语 

本文首先介绍了双 Haar 小波基的结构，然后在信号模

型和噪声模型均为 Gauss 分布的情况下，给出了双 Haar 小

波变换系数的 MAP 估计的方法。该算法从本质上说，是一

种小波收缩算法。它与软门限算法的不同之处就是小波系数 

 

 

 

 

 

 

 

的收缩量随着小波系数幅度的增大而减少，从而使信号的边

缘得到更为有效的保护。实验表明该算法与软门限方法相

比，用于图像的去噪中给出了更好的结果。 
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