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一种基于修正数据矩阵的广义波达方向矩阵方法 
王  鼎    吴  瑛 

(解放军信息工程大学信息工程学院  郑州  450002) 

摘  要：该文提出了一种基于平面阵的相干信号二维 DOA 估计算法，文中先将平面阵分为 3 个具有旋转不变性的

子阵列，并分别构造了 3 个子阵列的数据矩阵，结合这 3 个数据矩阵，构造了两种修正数据矩阵，提高了阵元利用

率。然后仿照波达方向矩阵的构造方法，得到了一种广义波达方向矩阵。通过理论分析证明了对该矩阵进行特征分

解，就可以获得信号的方向矢量和信号方向元素，从而能够进行相干信号的二维 DOA 估计，并且避免了谱峰搜索，

减少了运算量，仿真结果验证了该算法的有效性和精确性。 
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The Generalized DOA Matrix Method Based on Modified Data Matrix 
Wang Ding    Wu Ying 

(Institute of Information Engineering, Information Engineering University, Zhengzhou 450002, China) 

Abstract: A 2-D DOA estimation algorithm for coherent signal is presented based on plane array in this paper, 
firstly the plane array is divided into three sub-arrays with the nature of rotational invariance and three kinds of 
data matrix is formed for each of the three sub-arrays, based on which two kinds of modified data matrix is formed 
for raising the array utilization ratio. Then it imitates the DOA matrix method, obtains the generalized DOA 
matrix. Theoretical analysis shows that signal direction vectors and signal direction elements can be obtained via 
the eigen-decomposition of the generalized DOA matrix. Thus the coherent signal 2-D DOA can be estimated. This 
method avoids the parameter pairing and the spectrum peak searching, reduces the computation quantity. The 
computer simulation confirms the validity and the accuracy of this algorithm. 
Key words: Coherent signal; Generalized DOA matrix; Modified data matrix; Eigen-decomposition 

1  引言  

对相干信号进行波达方向(DOA)估计一直是空间谱估

计领域中研究的重点问题，其研究的核心是如何将信号协方

差矩阵的秩恢复成信号的个数，目前主流的算法分为两大

类，一类是非降维处理算法，如频域平滑算法[1]，Toeplitz

算法[2]，虚拟阵列变换法[3]，这类算法的最大优点是阵列孔径

没有损失，但往往都需要特定的环境，如宽带信号，非等距

阵列，移动阵列等，因而在许多情况下限制了其应用，另一

类算法是降维处理算法，如前后向空间平滑算法[4]，前/后向

预测投影矩阵算法[5]，数据矩阵分解算法[6]，该类算法虽然是

以牺牲有效阵元数来解相干的，但除了需要阵列流形具有

Vandermonde结构外，没有其它特别的要求，因而在很多情

况下获得了更广泛的应用。 

相比基于协方差矩阵的分解算法而言，基于数据矩阵的

分解算法在低信噪比和短数据情况下具有更好的性能[7]，文

献[6]提出了一种一维DOA估计的数据矩阵分解算法，该算法

通过对数据矩阵的奇异值分解即可获得信号的一维DOA估

计，并且与信号是否独立无关，然而实际信号位于三维空间

中，因此需要进行二维DOA估计，本文以此算法为基础，提
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出了一种基于平面阵列的相干信号二维DOA估计算法，文中

先将平面阵分为 3 个具有旋转不变性的子阵列，并分别构造

了 3 个子阵列的数据矩阵，结合这 3 个数据矩阵，又构造了

两种修正数据矩阵，提高了阵元利用率。然后仿照波达方向

矩阵[8]的构造方法，得到了一种广义波达方向矩阵。理论分

析证明了对该矩阵进行特征分解，就可以获得信号的方向矢

量和信号方向元素，从而能够进行相干信号的二维DOA估

计，该算法不需要二维谱峰搜索，因此减少了运算量，计算

机仿真验证了它的有效性和正确性。 

2  阵列输出的数学模型和修正数据矩阵的构造 

本文利用二维平面阵列对相干信号进行二维 DOA 估

计，考虑一个 行，M 列的平面阵如图 1，设前 行阵

元构成子阵列 1，第 2 行至第 行阵元构成子阵列 2，第

3 行至第 行阵元构成子阵列 3，并假设有D 个相干信号

到达阵列，则子阵列 1，子阵列 2 和子阵列 3 的输出矢量分

别可以表示成如下：        

2L + L
1L +

2L +

 
图 1  二维平面阵示意图 
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其中 ( ) ( ) ( ) ( ) T
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( ) T]Py t ， 分别为子阵列的输出
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T( , )] ( , ) exp{ 2 ( / ) cos( )[( 1)cos( ),a a j d iθ β θ β π λ β θ= ⋅ −

( 1)sin( )]}

分

别为子阵列的噪声矢量，A a  

为阵列流形， a  
1 1 , ( ,Dθa

)]Dβ 1,1 ,1k k k k L k k

, ,L M k k i j k k k k   

kj θ+ − 1,2, , , 1,i L j= =" 2, ,M" diag=Φ
[ exp( 2 ( / )cos( )cos( )), ,exp( 2 ( / )cos( )cos
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1 1 Dj d j dπ λ β θ π λ β"

( ))]Dθ ， ( ) ( ) ( )1 2[ , ,t s t s t= " ( ) T]Ds t L=

⎥
⎥

,s 为信号矢量，P M ，

和 分别为第 个信号的方位角和仰角。 kθ kβ k

首先考虑子阵列 1，构造数据矩阵 如下： 1X
1 2 1

1
2 3

M

M

−⎡ ⎤
⎢= ⎢⎣ ⎦

x x x
X x x x

"
"                 (4) 

其中 表示子阵列 1 的第 列阵元的输出矢量。 ix i

在没有噪声的情况下，不难得到 
( )2 T

1 2 2 2 2[ ]M
L L L L

−= =X A s A s A s A SBΨ Ψ      (5) 

其中 
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( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , , ,D Dθ β θ β θ β⎡ ⎤= ⎣ ⎦B b b b" , [ ]1 2diag , , , Ds s s=S "  
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由矩阵的基本理论知，当 2 ，L D≥ ( )1M D− ≥ 时，

，即数据矩阵 的秩等于信号源个数，并且

和信号的相关性无关，同理可以构造子阵列 2 和子阵列 3 的

数据矩阵 和 如下： 
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2X 3X
1 2 1 T

2 2
2 3
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并 且 当 2 ，L D≥ ( )1M − ≥ D

T ]

(8)

(9)

时 ，  2rank{ } =X

3rank{ } D=X ，至此文中已经构造了 3 个子阵列的数据矩

阵，并且在阵元个数满足一定的条件下都可以使数据矩阵的

秩等于信号个数，但是从中也可以看出其阵元的利用率并不

高，针对该缺点本文构造了两种修正数据矩阵如下： 
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其中 
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2LJ ， 为 和 阶后向单位矩阵，即反对角线上

元素为 1，其余元素为 0， 为共轭算子。 
1M−J 2L 1M −

*( )i

由矩阵的基本理论知，当 ，2L D≥ ( )2 1M D− ≥ 时，

，此时放宽了对阵元个数的要

求，从而提高了阵元利用率，并且和信号的相关性无关。为

了进行相干信号的二维 DOA 估计，下文针对这两种修正数

据矩阵提出了一种广义波达方向矩阵方法。 

1 2rank{ } rank{ }m m D=X X =

R
HA R AΦ
=AΦ

D 1

C

3  广义波达方向矩阵方法 

在文献[8]中提出了一种波达方向矩阵方法，其实质是

ESPRIT 算法的推广，它的主要工作是构造了一种波达方向

矩阵，并证明了对该矩阵进行特征分解，就可以获得信号的

方向矢量和信号方向元素，这里忽略矩阵本身的物理意义，

仅给出其数学上的描述，见命题 1。 

命题 1  设有一个 阶列满秩矩阵 ，D 阶满

秩方阵 和对角矩阵 Φ ，并令 ，  

， ，其中 为 的一种广义逆矩阵，

则有：RA ，即A的列向量是 的特征向量， 的

对角元素是R 的特征值。 

M D× A D×

S
H

1 S=R AR A 2 =R

S 2 1
+=R RR 1

+R 1R

R Φ

文献[8]将命题 1 中 称为波达方向矩阵，将该方法称为

波达方向矩阵方法，下面将命题 1 推广到本文所构造的修正

数据矩阵中，得到命题 2。 

R

命题 2  当 ，2( 时，令  ，

则有 ，其中 为X 的 Moore-Penrose 逆矩

阵。 

2L D≥ 1)M− ≥ =Z 2m m
+X X

2 2L L=ZA A Φ +X

证明   令 ，则有：

，  

( )2T * * T[ ]M− −=C SB S BΦ ΓΦ Ψ

1 2m L=X A C 2 2m L=X A Φ
当 2 ，L D≥ ( )2 1M D− ≥ 时，  1rank{ } rank{ }m =X C

D= ，对矩阵 进行奇异值分解得 1mX
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由 Moore-Penrose 逆矩阵的性质知 

H
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m
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=
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−
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证毕 

命题 2 证明了 的列向量是Z 的特征向量，Φ的对角

元素是Z 的特征值，因此只需要对矩阵 进行特征分解就

可以得到信号的方向矢量和信号方向元素，从而能够进行相

干信号的二维 DOA 估计，下面直接给出其计算公式 

2LA

Z

( ) ( ){
1

1
angle /

L

j j
i

a i L
L =

= +∑ T T }j i         (16) 

{ }

{ }

1

1

1 angle ( 1)/ ( )
2 1
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j jj
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j j j

T i T ib
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T i L T i L t

−

=

⎡
⎢ += ⎢− ⎣

⎤
⎥+ + + + + ⎥⎦
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1/22 2

arccos
2 2

j j
j

a b
d d

λ λ
β

π π

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎪ ⎪⎟ ⎟⎢⎜ ⎜= +⎟ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎜⎟ ⎟⎢ ⎟ ⎟⎜ ⎜⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

⎥
⎥         (18) 

{ }arctan / , 1,2, ,j j ja b j Dθ = = "       (19) 

其中 为矩阵Z 模为 1 的特征值， 为该特征值对应的特

征向量，

jt jT

( )ijT 为该特征向量第 个分量。 i

本文的方法可以同时估计信号的方位角和仰角，不需要

参数配对，不需要谱峰搜索，具有计算量小的优点。比较上

述两个命题不难发现，命题 2 实质上是用矩阵C 代替了命题

1 中的 ，并且证明了只要C 为行满秩矩阵，命题 1 就

成立，因此是命题 1 的推广。为此仿照文献[8]称矩阵Z 为广

义波达方向矩阵，该方法为广义波达方向矩阵方法。同理也

可以利用数据矩阵 和 (或者 )构造广义波达方向矩

阵，它们的阶数要小于 和 ，因此计算量会减少。但

由前面的讨论知这样会牺牲更多的有效阵元，所以计算量的 

H
SR A

1X 2X 3X

1mX 2mX

增加换来阵元利用率的提高是值得的。当然在阵元满足需要

时，则可以直接用数据矩阵 和 (或者 )构造广义波

达方向矩阵，从而减少计算量。 
1X 2X 3X

因为上述讨论都是在没有噪声的情况下进行的，而实际

数据总是存在噪声干扰的，为了消除噪声的影响，可以采用

文献 [6]的方法，单独设一个阵元 ，并分别令0x 1m =X  

，*
0 1{ }mE x X *

2 0{m E x=X X 2}m ，将其分别代入式(8)和式(9)

中即可得到消除噪声影响的修正数据矩阵。由于理想情况下

的数据矩阵 ， 和 中与时间有关的元素只在对角矩

阵S 上，因此上述去噪方法不会破坏修正数据矩阵的数学性

质，并且利用了不同阵元上噪声的统计独立性，有效地去除

了噪声的影响。 

1X 2X 3X

4  计算机仿真 

4.1  验证修正数据矩阵提高阵元利用率的计算机仿真 

假设阵列流形为 5×4 阶平面阵，到达阵列的为 5 个相

干 FM 信号，载波频率为 88MHz，调制频率为 10kHz，调制

系数为 0.8，其来波方向分别为(58º，24º)，(105º，45º)，

(138º，56º)，(255º, 65º)，(318º, 78º)，信噪比为 10dB，

孔径比为 0.5，快拍数为 512，图 2 和图 3 分别是广义波达矩

阵 和 的特征值分布图。 2 1m m
+X X 2 1

+X X

 
图 2 的特征值            图 3 的特征值 2 1m m

+X X 2 1
+X X

从图中可以看出， 的特征值中有 5 个位于单位

圆上，而 的特征值只有 3 个位于单位圆上，已经无法

测出每个信号的来波方向了，因此采用修正数据矩阵确实提

高了阵元利用率。 

2m m
+X X 1

2 1
+X X

4.2  检验算法测向性能的计算机仿真 

下面比较本文算法与前后向空间平滑算法的测向性能。

假设阵列流形为 4×4 阶平面阵，到达阵列的为 3 个相干 FM

信号，载波频率为 88MHz，调制频率为 10kHz，调制系数为

0.8，来波方向分别为(60º,70º)，(240º,40º)，(120º,55º)，

孔径比为 0.5，独立进行 200 次实验，并设第 k 次估计出 2

个信号的方位角分别为 和 ，仰角分别为 和 ，并

分别定义方位角测向均方误差 和仰角测向均方误差 如

下： 

1k̂θ 2k̂θ 1k̂β 2k̂β
2
θσ

2
βσ

( ) ( ) ( )

l( ) l( ) l( )

200 2 22
1 2 3

1

200 2 22
1 2 3

1

1 1
60 240 120 ,

3 200

1 1
70 40 55

3 200

k k k
k

k k k
k

θ

β

σ θ θ θ

σ β β β

=

=

2

2

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤
⎢ ⎥= − + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

∑

∑

� � �

 

图 4 是快拍数为 1500 的条件下方位角和仰角均方误差
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随着信噪比的变化曲线。 

从图 4 中可以看出，当快拍数较大时(为 1500)，本文算

法的性能在信噪比条件下要略高于前后向空间平滑算法，随

着信噪比的提高，两者的性能相当，这是由于在数据矩阵的

构造过程中，利用噪声的统计独立性，抵消了噪声的影响，

从而提高了算法在低信噪比条件下的测向性能，并且相比前

后向空间平滑算法，本文的算法不需要二维谱峰搜索，节省

了算法运行时间，同时算法对信号的相关性没有任何要求。 

 
图 4  本文的算法与前后向空间平滑算法性能比较 

下面分析快拍数对算法的影响，固定信噪比为−10dB，

同样独立进行 200 次实验，图 5 是方位角和仰角均方误差随

着快拍数的变化曲线。 

 
图 5  本文的算法与前后向空间平滑算法性能比较 

从图中可以看出，当信噪比较低时(为−10dB)，本文算

法的性能在小快拍数条件下要略低于前后空间平滑算法，随

着快拍数的提高，本文算法的性能要略高于前后向空间平滑

算法，这是由于随着快拍数的增加，数据矩阵中噪声抵消地

越彻底，从而提高了算法的测向性能。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5  结束语 

从前面的理论分析和仿真结果可以看出，本文提出的基

于修正数据矩阵的广义波达方向矩阵方法是一种性能较好

的二维波达方向估计方法。它对信号的相关性没有要求，只

需对构造出的广义波达方向矩阵进行特征分解即可获得信

号的二维来波方向，并且不需要二维谱峰搜索和参数配对，

同时由于构造了两种修正数据矩阵，从而提高了阵元利用

率。 
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