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基于修正小波阈值的图像变分分解 

姜东焕    宋国乡 

(西安电子科技大学理学院应用数学系  西安  710071) 

摘  要：Daubechies等人(2004)首先提出了图像的变分分解和小波软阈值之间的联系。小波软阈值会对图像边缘造

成过度光滑，使重构图像在边缘附近产生吉布斯震荡现象，为克服该问题，本文用具有更高正则性的分段n 次多

项式小波阈值和指数阈值做图像分解，得到图像分解的变分泛函的近似 小值。当n 越大时，图像分解的变分问

题的近似 小值越逼近精确 小值。这样得到了图像的变分分解和修正小波阈值之间的联系。实验结果表明该模型

用于图像分解的有效性。 

关键词：图像分解；变分问题；小波阈值；近似 小值 

中图分类号：TN911.73 文献标识码：A                 文章编号：1009-5896(2007)05-1035-03 
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Abstract: The relation of variational image decomposition and wavelet soft threshold was discovered recently by 

Daubechies and Teschke. A major issue is that thresholded coefficients entail oversmoothing of edges, coefficients 

set to zero yield Gibbs oscillations in the vicinity of edges, while coefficients remain corrupted generate artifacts. To 

overcome this problem, piecewise n-degree polynomial threshold and exponential threshold are used to decompose 

images in this paper, both of which have higher regularity. The near-minimizer of the variational function of image 

decomposition is obtained. Here,n may be chosen as any positive number and the bigger the degree is, the better 

the approximation quality is. Thus, the connection of image variational decomposition and the modified wavelet 

threshold are obtained. Experimental results demonstrate the effectiveness of the model. 
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1  引言  

近来，图像分解成了图像分析中一项新的研究领域和任

务。与图像恢复一样，可以将该问题看作一个逆问题，用正

则化和 小化变分泛函的方法分解图像。具体来说，就是把

图像 分解成u ，其中 表示 的结构，它包含了 的

主要特征， v 是由纹理和噪声组成的震荡部分。Rudin 等 

f v+ u f f

人[1]首先提出了用总变分 小化恢复图像，用有界变差空间

刻画分段光滑部分 ，用 空间刻画图像的噪声部分 v f  

： 
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u−
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∈
= − + ∇∫ ∫  

通过解泛函的欧拉方程得到上述 小化问题的解。 

由于 空间不能很好地刻画图像震荡部分，Osher 等 2L

人[2]提出用 空间来刻画。该模型为 ( )1H Ω−

( ) 1
2inf Hu

E u u f u
Ω

λ −= ∇ + −∫  

Daubechies等人[3]用Besov空间 代替上述模型中的1
1,1B
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有界变差空间刻画图像结构部分，由于Besov空间可以用小

波系数来描述，这就避免了解偏微分方程。其变分问题是 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) (1) 11 1 12

2 2
,

inf , 2 B Lf L Hu v
F v u f u v v u ΩΩ Ωγ α−= − + + +

式(1)的解可由Donoho[4]引入的小波阈值得到。因此， 小解

可看作是 的小波逼近。该模型的优势在于不用解高阶

偏微分方程，而是用小波软阈值得到图像的分解部分。 

,u v f

2  基础知识 

设 表示区域f [ )20,1Ω 上的一幅图像，选用 上的

紧支撑周期小波分解 。假设 分别为尺度函数及其对

偶， 表示由一维正交小波的张量积构成的小

波及其对偶。为简单,引入下面记号： 

( )2L Ω
f ,φ φ

, , 1,2,3i i iψ ψ =

( ){ }
( ){ }0 0

, , : , , 1,2,3 ,

, , : , , 1,2,3
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λ

λ

= ∈ ∈ =
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若 ,那么定义jJλ ∈ jλ 。令 ( ) ( ), 2 2j j
j k x xφ φ= −k ，图像

的小波变换为 f

0 0

0

, ,, , ,
j

j k j k
J k J

f f f fλ λ λ λ
λ λ

ψ ψ φ φ ψ ψ
∈ ∈
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将图像 置于Besov空间f ( )( )q pB Lβ Ω 中研究是合适 
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的[5,6]。我们只需要Besov空间范数与小波系数的范数之间(当 

p q= 时)的等价性，即 

( )( )
0

1/

2 , , 1 2/
p p

j

p

psp
B L

J

f f sβ
λ

λΩ
λ

ψ β
∈

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜∼ = + −⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠
∑ p  

3  图像分解的变分问题的近似解 

考虑变分问题： 

12 1 1

2
( ) ( ( ))|| || 2 || ||L B Lf g t gΩ Ω− +            (2) 

该变分问题在小波域中的形式为 { }2 2
J

f g t gλ λ λ
λ∈

− +∑ 。其

中， 表示第 个小波系数。因为该变分问题是可分的，

因此泛函的 小值可通过单独求出每一项的 小值而得到，

即 

,f gλ λ λ

2 2f g t gλ λ λ− +                   (3) 

根据文献[6]可知，式(3)的精确 小值是 ，即 ( ) ( )t tg S fλλ
∗ =

( )t t
J

g S fλ λ
λ

ψ∗

∈
=∑                   (4) 

其中 是阈值参数为 t 的小波软阈值函数。 tS

在处理实图像时，为使得小波逼近在保留与丢掉的小波

系数之间产生更光滑的过度，所用的滤波器对参数 t 就要有

更高的正则性。为此，杨维等[7]提出了分段n 次多项式阈值

和 次指数阈值，分别表示为  n

( )
1 ,

0,

n n
n
t

t x x x t
S x

x

⎧ − >⎪⎪⎪= ⎨⎪ ≤⎪⎪⎩ t
             (5) 

( ) , 1,
n nht xn

tG x a x a h−= > 0>          (6) 

其中 为任意正数。文中称这两类阈值为修正小波阈值。 n

下面证明修正小波阈值是泛函式(1)的近似 小值。首先

给出近似 小值的定义及两个引理。 

定义 1[8]  对给定的 ，如果存在一个不依赖 t 或

的正常数C 使得  

0t > f
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其中 由式(4)给出，那么称函数族 为式(2)的近似 小值。 tg
∗

tg

引理 1[7]  设 是式(5)定义的分段n 次多项式滤波器，

表示一幅图像，t 是正参数。那么函数

n
tS

f ( ) ( )n
t tg S fλλ = 是变

分问题式(3)的近似 小值，且常数C 。 4=

引理 2[7]  设 为式(6)定义的指数滤波器， 表示一

幅图像，t 是正参数。那么函数

n
tG f

( ) ( )n
t tg G fλλ = 是变分问题式

(3)的近似 小值，且常数 。 4C =

考虑变分问题式(1)，给定正参数 ，求解  

和

( ,γ α) ,vγ α ∈
( )1H Ω− ( )( )1

, 1 1u B Lγ α Ω∈ 小化以下泛函： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )11 1 12
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,
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F v u f u v v u ΩΩ Ωγ α−= − + + +  

根据范数与小波系数之间的等价性关系,得到等价性序列泛

函：            
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变分泛函式(7)的 小化可以通过分别对每一项求 小来得

到。设 [ ] 表示式(7)中的第λ 个加项，那么式(7)关于 v 的导 λ⋅ λ

数为 ( ) ( ) ( )2, 2 2 1 2v fD S v u f u v
λ

λ
λ λλ

γ −
λ

⎡ ⎤ = − − + +⎢ ⎥⎣ ⎦ 。因此，

小值 的第λ 个小波系数需满足 ,vγ α

( ) ( )( ) 12
, 1 2v f u λ

γ α λ λλ
γ

−−= − +          (8) 

用式(8)代替 ( ),fS v u
λ

⎡ ⎤⎢ ⎥⎣ ⎦ 中的 v ，就有 λ

( ) ( )2, 1, 2,, 2fS v u f u uγ α λ λ λ λ λλ
μ μ⎡ ⎤ = − +⎢ ⎥⎣ ⎦        (9) 

其中 ( ) 12 2
1, 2 1 2λ λ
λμ γ γ

−− −= + 和 。设 t  { 0
2, 1

jJλ λμ α ∈= ⋅ } =

2, 1,λ λμ μ ,泛函式(9)的 小化解实际上就是泛函  min{(fλλ
2) 2 }u t uλ λ− +

(n
tu Sγ α λ λ=

的解。分别根据引理 1 和引理 2，该泛函的

近似 小解为 ( ) ，, )f ( )n
tu G fγ α λ λ=

λ , ,( ( ) )(1v f uγ α λ λ γ α λ= − +
,( ) 。用

代替式(8)中的 u ，得到相应的 ( )  
,( )uγ α λ

2 12 )λγ − − 。 

综上可知，图像分解与修正小波阈值之间的关系可以用

下面两个定理加以说明。 

定理 1  任给一个函数 ，带参数的函数 和 是

泛函式(1)的近似 小解，由下列公式给出： 
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定理 2  任给一个函数 ，带参数的函数 和 是

泛函式(1)的近似 小解，由下列公式给出： 
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4  实验仿真 

本节给出了用小波求解图像分解的变分泛函的近似

小解的仿真试验。由于非冗余小波滤波总是在不连续处产生

伪吉布斯现象，所以文中用的是平移不变小波滤波。对一幅

128×128 的图像(图 1(a))进行分解，取参数 和 分别为 0.5
和 0.002。用 =2 的指数阈值( )进行图像分解，

实验结果见图 1。为了定量的分析修正小波阈值的优越性，

本文对软阈值滤波器和 n 次多项式阈值滤波器的分解图像

性能进行比较，取n 为 1.5, 2, 2.5, 3 和 4。实验结果见表 1。
对软阈值滤波器与指数滤波器的分解图像性能进行比较。取

为 1, 1.5, 2, 2.5 和 3，仿真结果如图 1 和表 2 所示。实验

表明，多项式滤波器和指数滤波器在信噪比(SNR)和视觉效

果上都优于软阈值滤波器。 

α γ
n 2, 4a h= =

n
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表1  软阈值、n次多项式阈值滤波器进行图像分解的结果比较 

加噪图像 软阈值 n=1.5 n=2 n=2.5 n=3 n=4 

SNR( , )f u v+  28.5185 31.3865 33.2686 34.4378 35.1635 36.0195 

SNR( , )f u  17.0477 17.8619 18.4352 18.8748 19.2309 19.7826 

表2  软阈值、指数阈值滤波器进行图像分解的结果比较 

加噪图像 软阈值 n=1 n=1.5 n=2 n=2.5 n=3 

SNR( , )f u v+  28.5185 24.3840 27.1394 28.6240 28.1528 27.3607 

SNR( , )f u  17.0477 15.9714 16.7785 17.3198 17.7086 18.0189 

 
图1  图像经n=2的指数阈值滤波的图像分解 

5  结束语 

Daubechies和Teschke首先提出了图像的变分分解和小

波软阈值之间的联系。他们引入一类特殊变分泛函，把图像

分解成结构和纹理两部分，其中结构部分是由小波软阈值滤

波得到的。小波软阈值会对图像边缘造成过度光滑，使重构

图像在边缘附近产生吉布斯震荡现象，为克服该问题，本文

用具有更高正则性的分段 n 次多项式阈值和指数阈值做图

像分解，得到图像分解的变分泛函的近似 小值，其中n 取

任意正数，随着n 的增大，图像分解的变分问题的近似 小

值越逼近精确 小值。而且我们得到了图像的变分分解和修

正小波阈值之间的联系。实验结果表明了用修正小波阈值分

解图像的有效性。 
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