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一种引入退火降温阈值函数约束的改进 MP 稀疏分解方法 

徐  鹏    尧德中 
(电子科技大学生命科学与技术学院  成都  610054) 

摘  要：匹配追踪(Matching pursuit, MP)方法可以在过完备库中实现信号的稀疏、能量集中的分解。该文从对信

号分解稀疏性的有利原则出发，在迭代过程中，将过完备库划分为新(未选择过的)、旧(已选择过的)原子库，通过

引入退火降温阈值函数来约束迭代过程中最优原子的选择，使选择的最优原子比原始 MP 方法有更大的可能性落

入对信号稀疏性有利的旧原子库中，从而实现对信号更加稀疏的分解。对余弦调制指数信号和一段语音信号的分解

结果，证实了改进 MP 方法对信号有更加稀疏的分解结果。 
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A modified MP Algorithm Constrained by the Simulate Annealing 
Threshold for Sparse Decomposition of Signals 

Xu Peng    Yao De-zhong 
(School of Life Science and Technology, University of Electronic Science and Technology of China, Chengdu 610054, China) 

Abstract: Signal can be decomposed sparsely and power-focally in an over-complete dictionary with Matching 
Pursuit (MP). This paper proposes a modified MP method to decompose signal more sparsely. In the iteration 
procedure of the modified MP, the over-complete dictionary is classified into two separate dictionaries with the 
selected and unselected atoms, the algorithm is designed to have more chances than the original MP to choose the 
atom in the selected atom dictionary as the optimal atom by a simulate annealing threshold function, thus the 
algorithm availed for a more sparse decomposition. The decomposition results for a cosine-modulated exponential 
signal and an actual speech signal show that the proposed modified MP can decompose signal more sparsely. 
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1  引言 

追求信号的简洁有效表达是信号处理中的一个热点研

究内容。信号具有越简洁的表达，就意味着信号可以获得越

高的压缩率[1, 2]。稀疏成分分析(Sparse Component Analysis, 

SCA)是最近几年发展起来的实现信号简洁表达的一种有效

信号分解方法[3-7]。其主要的思想是：如果一个信号在时域或

某种变换域中只具有少数的非零系数分量，也就是信号的能

量比较集中于少数的几个分量上，则通过这些少数的非零分

量就可将该信号简洁地表达出来。信号的稀疏性通常可以用

模或信号分量(分解系数)按绝对值排序后向零值衰

减的速度来度量

( 1pl p ≤ )

                                                       

[6, 7]。当前的SCA变换通常是建立在对过完

备库的学习上来实现信号分解的，这是因为信号在过完备库

上的分解不是唯一的，且当过完备库足够大时，信号在过完

备库中一定具有稀疏表达形式[1, 5-7]。过完备库的构造根据实

际问题或研究目的有不同的构造方法，在本文中采用的是用

Symmlet小波构造的过完备库[7]。实现SCA分解的方法很多，
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其中比较常用的是由Mallat和 Zhang提出的匹配追踪

(Matching Pursuit, MP)方法。MP方法通过迭代将信号在过

完备库上进行逐次分解，用来表示信号成分的基(原子)可以

自适应地根据信号本身的特点在迭代中灵活选取，分解后，

就可以得到信号在过完备库上的一个非常简洁稀疏的表达
[3]。 

在本文中，直接从对信号分解稀疏性的有利原则出发，

把原子过完备库分为新旧原子库，引入退火降温控制函数，

在迭代的过程中迫使算法尽可能选择对稀疏性有利的旧原

子库中的原子作为最佳原子，从而让算法的分解具有更加稀

疏、能量集中的效果。与小波、原始 MP 方法的分解对比试

验结果证实了改进方法能获得更加稀疏的信号分解结果。 

2  方法原理 

2.1 信号的稀疏性 

对一个信号 X，如果它的表达式中只具有很少的不为零

的元素，则可以说该信号是稀疏的。其通常可以用如下的

模来作为度量: ( 1pl p ≤
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可见如果一个信号有稀疏表达，则其 模达到一个比

较小的值。同时稀疏性还可以用一种直观的方式来衡量：设

X和Y两个系列，将他们各自的分量按绝对值进行从大到小

的顺序排列后，可以认为向零值衰减快的系列比另外的一个

系列具有更稀疏的表达形式。如图 1 所示，X系列比Y系列

要更加稀疏

( 1pl p ≤ )

[6-7]。 

 

图 1  X 系列具有比 Y 系列更稀疏的表达 
2.2  小波过完备库的构造 

信号处理中，通常采用的小波变换是在小波的正交变

换域上进行的，与和小波正交基的构造过程相对应，通过在

小波基函数的尺度 s 和偏移 b 进行“稠密”的过采样可以生

成稀疏分解所需要的小波过完备库。在此条件下生成的过完

备库中的列(对应于正交变换中的基)之间是不一定满足正交

性质的，在稀疏变换中通常称为原子，一般说，越大的过完

备库越对信号的稀疏分解有利，但分解时间相应的要增加很 

多 [5-7]。在本文中，综合考虑了分解的效果和速度，采用

Symmlet小波生成原子个数 6 倍于分解信号长度的过完备

库，并且对每个原子都进行能量归一化处理。 
2.3  MP 分解 

   利用MP方法，可以通过逐步的迭代将信号在过完备库中

进行稀疏分解，其每迭代一次，就抽取出过完备库中的一个

最优“原子”，通过多次迭代，在满足收敛条件时，就可以

获得信号的稀疏分解结果[3]。其迭代原理可以叙述如下: 

(1)开始时， ，S 为待分解信号，R 为

迭代中的残差信号，设定迭代终止误差 ε为一很小的正数，

k=1，将原子对应的所有系数累加器以 0 值初始化。 

(0) (0)0,S R S= =

φ >

k

号的稀疏表达形式。从分解的稀疏性目的出发，在分解过程

系数累加

来决定最佳原子的选取： 
旧原子库中最大系数对应的残差

信号

R c R R cφ φ− −= − = −  

为前次迭代的残差信号； 
号的相对误差 r： 

(2)计算残差 与过完备库中的原子 间的内积，将

最大内积所对应的原子找出，即 ，

同时把该系数 累加到最佳原子对应的系数加法器上，其中

表示内积运算。 

( 1)kR −
jφ

( 1)max ,k
k jj

Rα −= <

kα
< ⋅>

(3)将上一步中找出的原子对信号成分的贡献加入到迭

代信号 中，并把其从残差中剔除，即 ( )kS
( ) ( 1) ( ) ( ),k k k

k kS S R S Sα φ−= + = − 。 

    (4)判断迭代终止条件。如果 ，则迭代终止；

否则，k=k+1，转到(2)，继续迭代。 

( )|| ||kR ε≤

在算法终止时，信号可以分解为一些能量集中“原子”

的组合，从而达到对信号的逐次迭代稀疏分解。  

2.4  基于退火降温阈值函数约束的改进 MP 算法 

在过完备库中利用 MP 方法的学习分解策略可以获得信

中选取到越少的原子越对信号的稀疏性分解有利。分析 MP

的信号分解流程，可以发现，在最优原子选择过程中，选择

的最优原子可以分为两类：一类是已经作为最优原子在前面

的迭代中选择过的原子，另外一类就是在先前的迭代中还没

有以最优原子准则选择过的原子。以此对应，我们把过完备

库分为两类：一类是由已经选择过的原子组成的旧原子库，

另外一类是由还未选择到的原子组成的新原子库。显然在初

始时，所有的原子都属于新原子库。在 MP 的最初迭代中，

选择到的最优原子基本都是新原子，在搜索一定的次数后，

就可以形成一定规模的旧原子库，在此后搜索到的原子可能

属于新原子库，也可能属于旧原子库。从信号分解的稀疏性

考虑，选择到新的原子对分解的稀疏性是不利的，尽可能地

在旧原子库中选取原子是稀疏分解所期望的。以此为准则，

对 MP 方法中的原子选取准则采取如下的改动：将过完备库

分为旧原子库 oldΦ 和新原子库 newΦ ，残差信号R 在两类原子

库中分别求取 ，分别获得在相应库中的最大内积系数
oldc 和 newc ，并分别找出他们在相应库中的对应原子 oldφ 和

。比较 oldc 和 newc ，如果 old new| | | |c c≥ ，则选取 作

的最 原子， 息， d
opt ,c

old
optφ φ= ，并把系数 oldc 累加到该旧原子对应的

剔除该最佳 子对信号的贡献，更新残差：

opt optR R c φ= − 。如果 old new| | | |c c< ，按如下步骤通过阈值

(1)分别求取信号在新

内积

newφ oldφ
为该次搜索到 优 更新搜索信 olc=  

器上，同时 原

： 

Rold 1 old old new 1 new new,k k

1kR −

(2)计算新旧原子库中残差信

old new|| ||R Rr −=  new|| ||R

(3)根据选择阈值 T 决定最佳原子： 

为最佳原子，

更新搜索信息 选择

为最佳原子，更

中移出。最

残差信号： 。 

可 方法的区别主要 将过完备

库按

) 

是一 为初始温度

于 的

如果 r T≤ ，则选取旧原子库中的原子 oldφ
old old

opt opt,c φ φ= = ；否则， 新原子库中

的原子 newφ 作 新搜索信息 new
opt ,c c=  

optφ φ= 把该原子加入到旧原子库中，同时从

后把选择的最佳系数累加到最佳原子对应的系数

累加器上。 

(4)更新

c

new ， 新原子库

1
opt opt

k kR R c φ−= −
见改进方法和原始MP 在于

新旧原子库划分后，在原子选择时引入一阈值函数T来

进行判断。如果 0T = ，则本文的方法就变成了原始MP方

法。为保证算法的收敛性，T应该是一个随迭代递减的函数，

在本文中，我们采用模拟退火算法中的退火降温函数[8]： 

                
1/

0( )
NiT i T α= ×              (2

α 个小于 1.0 的正数 ，在本文中选为小， 0T

1.0 的正数， i 为当前迭代 次数，N 是一个控制退火速
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度的因子。该退火函数随着迭代的增加，逐渐趋近于 0，也

就是在迭代的最后阶段，算法对原子选择的干扰能力减弱，

且分解的系数较小，该阶段的分解主要对应于信号的细节部

分，从而保证算法是收敛的。 

3  试验结果 

3.1 算法性能分析 
个余弦信号调制的指数信号作为测试信

号，

                 (3) 

取值 ，生成一 256 数据点的

Sy 生成

选取如下的一

 
| 128|( ) 0.985 cos(2 /64)xf x xπ−=

x 范围为 [1 信号。采用,256]

mmlet 小波来 6 倍于数据长度 (6 256 1536)× = 的过

完备库，分别采用小波 Symmlet，MP 阈值

约束的改进 MP 方法对信号进行分解，后面两种方法的终止

误差 ε都取为 1.0E-.6。在改进方法中，初始温度 0 0.9T = , 

N=2.5, 采用的退火函数为：
0.4(i )( )=0.9 0.935T i × ，

迭代次数。下图 2 为 3 种方法分解后的系数按绝对值降序排

列结果。从图 2 中可以看出，相比较而言，小波分解的系数

下降比较平缓，MP 方法分解的系数有比较明显的下降，改

进的 MP 方法具有了最为快速、陡峭的系数下降曲线。 

和基于退火降温

其中 i 为

 

图 2  3 种方法分解后的原子系数按绝对值降序排列结果 

为

择的

了分析改进方法与原始MP方法在迭代过程中原子选

不同，我们在图 3 中给出它们在迭代过程中每次迭代选

择原子对应序号的系列图。 

 
图 3 原始 MP 和改进 MP 方法在迭代过程中对原子的选择  

    选择 对信号

情况

(灰色圆圈表示旧原子；深色星号表示新原子) 

不同个数的系数(原子)，利用 3 种方法分别

进行重建，并计算了重建信号和原始信号间的相对误差

(Relative Error, RE)，结果表示在图 4 中，图中纵坐标表示

信号的幅度，横坐标表示采样点序号。在本文讨论的重建中，

是指将分解系数按绝对值降序排列后，按从大到小的顺序， 

 
图 4 选用不同个数的原子(系数)对信号的重建结果 

(最左边 右边一

选取一定个数的系数 对应于信号压缩中

需要进行高效压缩的信号，在这里

我们

函数，利用 3 种方

的一列为小波重建结果；中间一列为 MP 重建结果；

列为改进的 MP 重建结果。细线信号为误差信号， 
点线信号为重建信号) 

(原子)来恢复信号，

对系数量化前的有效系数的选择过程。 

3.2 真实语音信号分解 

语音信号是一种常常

对一段 512 数据点的语音信号采用上面的 3 种方法分别

进行分解重建测试。采用 Symmlet 小波生成原子个数 6 倍

(512 6 3072)× = 于信号的过完备库，采用同上面一样的退火

法分解后选取 40 个原子(系数)分别进行重

建有图 5 所示的结果，图中纵坐标表示信号的幅度，横坐标

表示采样点序号。 

 
图 5  采用 40 个原子(系数)对语音信号的重建结果。

4  讨论 

的度量，从图 2 中，根据 3 种方法分解的系

 
深色是重建信号；灰色是误差信号 

   根据稀疏性

数按绝对值降序排列后向零值的衰减速度，可以看出，在 3

种方法中，小波分解系数的稀疏性最差，MP 和改进的 MP

方法的稀疏性有了很大提高，相比较而言，改进的 MP 方法
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的系数分布更加集中、衰减更加明显，有最佳的稀疏分解效

果。 

   比较图 3 所示的原始 MP 和改进 MP 方法迭代过程中的

解后信号的重建效

果差

温阈值约束的改进MP方

法对

原子选择过程，可以发现：原始 MP 的迭代过程中，特别是

在开始的迭代过程中，MP 基本是选择新原子做为最佳原子，

且在整个迭代过程中，很多次的迭代都是以新原子作为最优

原子，从对信号分解的稀疏性度量来说，这对信号分解的稀

疏性不利。而在改进的 MP 方法中，只有在开始和结束的很

少几步中，选择到新原子，而在其他的迭代中，基本上是选

择到旧原子库中的原子做为最佳原子。这和改进算法的原理

是相符合的：在刚开始时，虽然选择退火温度阈值很高，但

旧原子库很小，而新原子库很大，所以开始的最初几步基本

是找到新原子，同时旧原子库也开始增大扩张，新原子库在

缩小。当达到一定的迭代步数后，虽然选择退火温度阈值也

在降低，但是旧原子库扩张达到了一定的规模，所以在此后

大部分的中期迭代中选择的最佳原子大多数落入了旧原子

库中。而在接近收敛的迭代时，由于退火温度已经很低，此

时进行的迭代中，退火温度对原子选择的影响相对很弱，所

以此时有很大机会选择到新原子，但在迭代即将结束时，选

择的最佳原子对应系数(对信号的贡献)比较小，对信号的影

响程度不大，可以认为最后几步的迭代主要是对信号细节的

一些完善，从而能保证算法的收敛性。 

从图 4 中可以分析比较出 3 种方法分

别。基于过完备库的稀疏分解，选择 10 个左右的系数(原

子)就可以在很小的误差上(MP: 3.9%; 改进MP: 0.5%)重建

信号，而采用小波变换系数时，误差在 70％左右。在选择

15 个原子重建时，MP方法可以达到 0.3%的误差，而本文的

改进MP方法更能达到基本完全无损失重建效果(误差仅为

0.09%)。所以可以说，在 3 种方法中，改进MP方法有最有

效的稀疏分解效果，能获得能量最为集中的分解结果，这对

信号的高效率压缩是极为有利的[2]。在图 5 所示的对语音信

号的恢复结果中，改进的MP方法在同样的高压缩比条件下，

也显示了较好的信号恢复能力。 

上面的试验证实了引入退火降

信号进行稀疏分解的有效性，其性能的改善是通过引入

退火降温函数的约束，使在迭代过程中，让算法倾向于选取

对信号稀疏性有利的旧原子作为最佳原子。但是，稀疏分解

中所需要构造的过完备库是相当巨大的，通常比信号本身的

维数大得多(在本文中选为信号维数的 6 倍)，从我们采用的

MP 和改进 MP 方法的分解过程可以看出，每次迭代都要在

整个过完备库中搜索和残留信号具有最大内积系数的最优

原子，其计算量是相当惊人的，这也是制约稀疏分解在实际

应用中的主要因素。如何提高其分解的速度是我们今后的研 
 

究目标。同时由于SCA变换把能量更加的集中到了少数的几

个原子上，所以如果适当地选取这些原子，那么也应该可以

有效地去除信号中的噪声[6, 7, 9]；并且在生理和神经科学的研

究中表明，视觉系统分级处理和综合的结构中都体现了稀疏

性的原则[10, 11]，所以如果结合这个特性，特别是图像系统经

过SCA的分解和处理后，应该可以得到符合生理意义的更高

效的视觉表达形式。 
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