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多小波子空间采样定理 

陈俊丽    卢恩博    曹文佳 
(上海大学通信与信息工程学院  上海  200072) 

摘  要：该文基于再生核 Hilbert 空间理论，把小波子空间的 Walter 采样定理推广到多小波子空间，建立了多小

波子空间的均匀采样定理，利用 Zak 变换给出了由尺度函数构造重构函数的公式。进一步针对采样点不均匀的情

况，建立了多小波子空间的不规则采样定理。最后给出数值算例。 
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Sampling Theorem for Multiwavelet Subspaces 

Chen Jun-li    Lu En-bo    Cao Wen-jia 
(School of Communication and Info. Eng., Shanghai University, Shanghai 200072, China) 

Abstract: In this paper, the multiwavelet sampling theorem from Walter’s wavelet sampling theorem by 
reproducing kernel is generalized. The reconstruction function can be expressed by multiwavelet using Zak 
transform. Then the general case of the irregular sampling is considered and the irregular sampling theorem for 
multiwavelet subspaces is established. Finally, the corresponding examples are given. 
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1  引言  

在信号处理中，一个基本的问题是如何利用离散序列表

示信号。Shannon 采样定理指出，对于 ，当 ( ) ( )2f t L R∈

[ ]suppˆ ,f π π⊂ − 时， ，这里 sinc  ( ) ( ) (sinc
n Z

f t f n t n
∈

= −∑ ) ( )t =

( )
( )

sin t nπ −

                                                       

t nπ −
。 S h a n n o n 采样定理的物理意义在于 

带限信号在一定的采样间隔下可以用一系列离散值来唯一

确定。由于通信、雷达等电子系统均有一截止频率，因此

Shannon 采样定理对频谱有限的要求是符合实际情况的，得

到了广泛的应用。但由于 Shannon 采样定理采用 函

数为插值函数，衰减速度很慢，而且 Shannon 采样定理不能

处理非带限信号，所以研究具有紧支集、衰减快、适合处理

非带限信号的采样定理十分必要。 

( )sinc t

继Shannon采样定理之后，许多数学家研究了Shannon

采样定理的各种推广形式，特别值得注意的是Walter在 1991

年从再生核Hilbert空间的观点出发，给出了一个再生核

Hilbert空间中推广的采样定理。1992 年Walter考察了小波函

数的性质，认识到Shannon插值函数 实际上是多分辨

空间的尺度函数，将Shannon采样定理推广到小波子空间，

建立了基于小波空间的采样定理

( )sinc t

[1]。但是，就通常的小波子

空间采样定理来说，即使尺度函数具有紧支集，插值函数也

未必是紧支的，这使得精确D/A难以实现。Xia[2] 研究了具
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有插值特性的小波子空间的采样定理。但遗憾的是，具有插

值特性、正交、紧支撑的尺度函数只有Haar函数，且单小波

不能同时满足正交、紧支撑、对称性，这对信号处理是非常

不利的，因此限制了单小波的应用范围。多小波的引入扩大

了应用范围，与传统单小波相比，多小波可同时拥有正交性、

紧支撑、对称性和高的逼近阶等特性。Blu 和Unser[3]利用投

影算子，研究了多小波子空间采样定理，它能较好地逼近多

分辨空间中的任意信号，但不能实现信号的完全重构。

Selesnick[4]构造了一类具有插值特性、紧支撑、正交、平衡

和具有一定逼近阶的多小波，使得该类多尺度函数生成的多

分辨空间中的任一函数，可由其整数点和半整数点完全重

构，但其缺点是，此采样定理仅适用具有插值特性的多小波，

对其它类型的多小波不具有适用性，并且所构造的多尺度函

数和多小波不具有对称性，这不利于信号处理和图像压缩。

文献[5]给出了向量小波子空间上的采样定理存在条件，但没

有指出重构函数与尺度函数的关系以及如何求解重构函数。

文献[6]研究了多小波空间的一般采样定理，但没有讨论采样

点不均匀时的不规则采样。本文基于再生核Hilbert空间理

论，分析了采样定理在更一般多小波子空间成立的条件，以

及重构函数与多尺度函数之间的关系，从而建立了多小波子

空间的均匀采样定理和采样点不均匀时的不规则采样定理，

这使多小波子空间采样定理具有较好的适用性。 

2  再生核 Hilbert 空间 

定义 1  正定核函数：对连续情况，如果对称函数  ( ),K t s

( )L Γ Γ∞∈ × ，有 ( ) ( ) ( ), d d 0,K t s f t f s t s
Γ Γ×

≥∫ f ∈ ( )2L Γ ， 
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则称函数 为正定核函数；对离散情况，给定任意 l ，

样本集 和系数 ，对称函数

( ),K t s

1 2, , , n
lt t t RΓ∈ ⊂" 1 2, , , lc c c" R∈

( )( , )i jK t t L Γ Γ∞∈ × 满足 ( ), 1
,

l
i j i ji j

c c K t t
=∑ 0≥ ，则称函数

为正定核函数。 ( , )i jK t t

正定核函数是解微分方程的一个非常有用工具。著名的

Mercer 定理从数学上给出正定核函数的严格定义，并在此基

础上给出正定核函数的特征分解。实际上关于范函空间的正

定性与特征分解都非常类似于线性矢量空间中矩阵的正定

性和特征分解。对所有可以表示为 ( ) ( ),K t K t= −i i 的核函

数统称为平移不变核。 

定义 2[7]  在特征空间上的再生核Hilbert空间H 定义为

线性空间 。再生核Hilbert空间上的内

积操作具有再生特性，即

{span ,nH nφ= ∈ }N

( ) ( ) ( ), , ,f t f K t f∀ ∈ H= i i 。 

实际上 Shannon 采样定理和再生核 Hilbert 空间存在联

系，对于带限信号子空间有再生核 ( ) ( ), sinK t s t sπ= − /

)t sπ −

 

([ ]。根据小波多分辨分析，小波空间 是 的子

空间，并且每个 子空间都是再生核 Hilbert 空间，再生核 
jV ( )2L R

jV

为 ( ) ( ), 2 2 ,2j j j
jK t s K t s= ， 其 中 ( ) ( ),

n

K t t nϕ= −∑i  

i ( nϕ⋅ −i )。 

3  多小波子空间的均匀采样定理 

定义 3  设 ( ) ( ) ( ) ( )( )T0 1 1, , , rt t t tϕ ϕ ϕ −= "Φ 是多尺度函

数，由 生成的子空间   

。如果存在常数 ，使得对任意序

列

( )tΦ ( )span0 { ,lV kϕ= −i , 0k Z l∈ = ,

1, , 1}r −" 0 A B< ≤ <∞

{ } 2
,l kc ∈ l ，满足 

( )
21 12 2

, ,
0 0

r r r

l k l k l l k
k Z l k Z l k Z l

A c c k B cϕ
− − −

∈ = ∈ = ∈ =
≤ − ≤∑∑ ∑∑ ∑∑i

1

,
0

  (1) 

则称 ( ){ }, , 0,1, ,l k k Z l rϕ − ∈ = −i 1" 是它生成的 子空间

中以 为界的 Riesz 基。 
0V

,A B

根据小波分析理论， 存在对偶基  ( )tΦ ( ) ( )0( ,t tϕ=� �Φ
( ) ( ) T

1 1, , )rtϕ ϕ −� �" t ，则对任意 ， ( ) 0f t V∈

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

0
1

0

,

,

r

l l
l k Z
r

l l
l k Z

f t f k t k

f k t

ϕ ϕ

ϕ ϕ

−

= ∈
−

= ∈

= − −

= − −

∑∑

∑∑

� i

�i k
 

由多尺度函数 和其对偶函数 ，可构造一个二

维函数

( )tΦ ( )t�Φ
( ),K t i 为 

( ) ( ) ( ) ( ) (
1

*

0

,
r

l l
k Z l k Z

K t t k k t k kϕ ϕ
−

∈ = ∈
= − − = − −∑ ∑∑� �i iΦ Φ )i  (2) 

由式(1)可知 ( )
1

2

0

sup
r

l
t l k Z

t kϕ
−

= ∈
+ <+∞∑∑ ，则式(2)定义的

维函数

二

( ),K t i 是 的再生核。 

意

0V

对任 ( ) ( )2t R∈ ，f L ( )f t 的 Zak 变换定义为   
ω−

∈
∑ 。 

( , )fZ t ω =

( )t n e+ in

n Z

f

定理 1  设 ( ){ }, , 0,1, ,l k k Z l rϕ − ∈ = −i 1" 是它生成的

子空间 中的 Riesz 基， 若 是一个 为周期的 r 阶

方阵，满足 
0V ( )ωH 2π

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ]T T
0 1 1 0 2 1, , , , , ,r rs s sω ω ω ω ϕ ω ϕ ω ϕ ω− −=H� � � � � �" "  

则 ( ){ }, , 0,1, ,ls k k Z l r− ∈ = −i 1"

C

构成子空间 的 Riesz

基，当且仅当存在常数 ，使得 
0V

1 20 C C< ≤ <∞

( ) ( )*
1 2r rC ω ω≤ ≤I H H I             (3) 

引理 1 设 ( ){ , , 0,1, , 1}l k k Z l rϕ − ∈ = −i " 和 ( )ls k−i

, 0,1, , 1}k Z l r∈ = −"

{ ,  

是子空间 的 Riesz 基， 并 0V

且它们都是连续函数，如果 ( )
1

2

0

sup
r

l
t l k Z

t kϕ
−

= ∈
+ <+∞∑∑ ，则 

( )
1

2

0

sup
r

l
t l k Z

s t k
−

= ∈
+ <+∞∑∑          (4) 

证 明   设  ( ) ( ) ( )
1

,
0

,
r

p p l l
l k Z

s t c t kϕ
−

= ∈
= −∑∑ k 0,1, ,p = "

1r − ，令 ，由定理 1 知，存在正常 ( ) ( ), ,
ik

p l p l
k Z

c k e ωω −

∈
=∑C

数D ，使 ，故 ( ) ( )*
, ,p l p l rDω ω ≤C C I

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

0

21 1

,
0 0

21 1

,
0 0

1 1 1

, ,
0 0 0

1 12 2

0 0

1 , d
2

1
, ,

2

1
, d

2

l

m l

l

r

p
p k Z

r r

p l l
p k Z l n Z

r r

p l
p l

r r r

p m p l
p l m

r r

l
l l k Z

s t k

c t k n

t

t t

D t D t k

π

ϕ
π

π

ϕ ϕ
π

π

ϕ
π

ϕ

ω ω ω
π

ω ω ω ω ω
π

ω ω ϕ
π

−

= ∈

− −

= ∈ = ∈

− −

= =−
− − −

= = =−
− −

= = ∈−

+

= + −

=

=

≤ ⋅ = + ∞

∑∑

∑∑∑∑

∑ ∑∫

∑∑∑∫

∑ ∑∑∫

k

Z

Z Z

Z

C

C C d

<+

 

定理 2  设 ( ){ , , 0,1, ,l k k Z l rϕ − ∈ = −i " 1} 是子空间 

0V 中的 Riesz 基，且 ( )
1

2

0

sup
r

l
t l k Z

t kϕ
−

= ∈
+ <+∞∑∑ ，  [ )0,1ma ∈

是常数， ，则存在常数

，使 

, , , 0,1, ,i ja a i j i j r≠ ≠ = −" 1

2C

ω

1 20 C C< ≤ <∞
( ) ( )*

1 r rC ω ω≤ ≤I T T IΦ Φ              (5) 

其中 。当且仅当

存在

( ) 0 1 1[ ( , ), ( , ), , ( , )]ra a aω ω ω −= "Φ Φ Φ ΦT Z Z Z

( ) 0, 0 1,ms k V m r k− ∈ ≤ ≤ − ∈i Z

)

，对 ，有 ( ) 0f t V∈

( ) ( ) (
1

0

r

m m
m n Z

f t f n a s t n
−

= ∈
= + −∑∑         (6) 

这 里  l lT 1
0 1 1 0 1[ ( ), ( ), , ( )] ( )[ ( ), ( ), ,rs s sω ω ω ω ϕ ω ϕ ω−

− =� � �" "TΦ
l T

1( )]rϕ ω− ，并且式(6)右端级数在 中收敛并在R 上一

致收敛。 

( )2L R

证明  必要性。根据再生核的性质，知 ( ), =mK a n−i  

( ),mK n a+ i 。 令  

，两边取 Fourier 变换，得 ，则 
0 1[ ( , ), ( , ), 1, ( ,rK a −"K a n K a n= − −i iP

T)]n−i l ( )li ( )* ine ωω ω −=P TΦ Φ
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l ( )l ( )

l ( )l ( )

*

**

2 2

( ) 2 2 ( )

P
k Z

k Z

E k k

k k T

ω π ω π

ω ω π ω π

∈

∈

= + +

= + +

∑

∑

P P

TΦ ΦΦ Φ ω
 

因为存在两个常数 ，使1 20 D D< ≤ <∞ l ( )1 2r
k Z

D kω π
∈

≤ +∑I Φ  

l ( )
*

22 rk Dω π⋅ + ≤Φ I ， 故 ， 即

是子空间 的 Riesz

基。根据小波理论，存在对偶基 { (  

，则对任意 ，有 

1 1 2 2rDC E D C≤ ≤PI rI

0 1 1{ ( , ), ( , ), , ( , )}rK a n K a n K a n−− − −i i " i 0V

),0 1,ms n m r− ≤ ≤ −i

}n Z∈ 0f V∈

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

,
0
1

0
1

0

,

, ,

r

m m
m n Z
r

m m
m n Z
r

m m
m n Z

f t f K a n s t n

f K n a s t n

f n a s t n

−

= ∈
−

= ∈
−

= ∈

= − −

= + −

= + −

∑∑

∑∑

∑∑

i i

i i  

充分性。在式(6)中以 代替( )l tϕ ( )f t ，得  ( )
1

0

r

l l
m n Z

tϕ
−

= ∈
=∑∑ϕ

( )( ) , 0,1, ,m mn a s t n l r+ − = −" 1，其频域形式为 l ( )lϕ ω =   

( ) ( )
1

0

, , 0,1, ,
r

mm
m

a s l rϕ ω ω
−

=
= −∑ � "

l
Z 1，由此得   0 1[ ( ), ( ), ,s sω ω� � "

l l l[ ]TT 1
1 0 1 1( )] ( ) ( ), ( ), , ( )r rs ω ω ϕ ω ϕ ω ϕ−

− −=� "TΦ ω

毕 

根据定理 1，可

知式(5)成立。                                      证

推论 1  设二重多尺度函数 ( ) ( ) ( )( )T0 1,t t tϕ ϕ=Φ ，

足插值性 在重构函数 ,1 ，对

，有  

若满

，则存 ( ) ( ), 0m ms t t mϕ= =
( ) 0f t V∈

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
n Z

f t f n t n f n
∈

=∑    (7) 11/2 t nϕ ϕ− + + −

推论 2   设二重多尺度函数 ( )Tt ϕ ϕ=Φ ，并且( ) ( ) ( )0 1,t t  

( )
1

2

0

sup l
t l k Z

t kϕ
= ∈

+ < +∞∑∑ ,  

0,1 ，则存在常数 ∞ ，  
iT TΦ

[ )0,1ma ∈ 是常数，

i j i j≠ = 使

IΦ ，当且仅当存在

,i ja a≠  

, , 1 20 C C< ≤ < 1 2C ≤I

2 2C≤ ( ), 0,ms t m = 1 ，对 ，

有 

( ) 0f t V∈

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 1 1
n Z

f t f n a s t n f n a s t n
∈

= + − + + −∑   (8) 

这里 

l l

l l

1 0

0 1 0 1

0 1

0 1 00 1 1ϕ ϕ ϕ 1

1 10 1
0

0 1 1 0

0 01 0
1

0

( , ) ( ) ( , ) ( )
( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( ) ( , ) ( )
( )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

Z a Z a
s

Z a Z a Z a Z a

Z a Z a
s

Z a Z a Z a Z a

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ

ω ϕ ω ω ϕ ω
ω

ω ω ω ω
ω ϕ ω ω ϕ ω

ω
ω ω ω ω

⎫− ⎪⎪= ⎪⎪− ⎪⎪⎬⎪− ⎪⎪= ⎪⎪− ⎪⎭

�

�
   (9) 

4  

，采样点并非均匀，存在偏移 ，

过

多小波子空间的不规则采样定理 

以上讨论了多小波子空间的均匀采样定理，但在大多数

实际情况下 那么如何通

采样值

{ }n
lδ

( ){ , 0 1, }l lf n a l r n Z+ + ≤ ≤ − ∈ 重构子空间n

0V 中的任意连续函数 f ？以下给出了多小波子空间不规则 

采样定理，以及相应重构函数的构造。 

3 定理  设 ( ){ , ,l k k Z lϕ − ∈i 0,1, , 1}r= −" 是它生成

间 中的 R 且 a a∈ ≠是常数

，

的子空 0V iesz 基， ja  [ )0,1 , ,m i

, , 0,1, , 1i j i j r≠ = −" ( )
1

2

0

sup
r

l
t l k
∑∑  

Z= ∈
t kϕ

−

+ <+∞，则

，使 ( )*
rC ω≤ ≤Φ ΦI T T I

进一步，假设 列 { 1, }l r n Z≤ − ∈ 和常数

，对 ，使 

存在常数 1 20 C C< ≤ < ( )ω C , 

存在序 , 0n
lδ ≤

∞ 1 2 r

0<  

1 2B B≤ <∞ 0f V∈

( ) ( )

( )

21 12
1

0 0
1 2

2
0

(10)

r r
n

m m m
m n Z m n Z

r

m
m n Z

B f n a f n a

B f n a

δ
− −

= ∈ = ∈
−

= ∈

+ ≤ + +

≤ +

∑∑ ∑∑

∑∑
 

成立，则存在 ( ), , 0,1, , 1,m ns t m r n Z= − ∈" ，对 ，

有  

f t f n a s tδ
−

=
= + +∑∑        (11) 

并且 中收敛并在 上一致收敛。 

证 理

( ) 0f t V∈

( ) ( ) ( )
1

,
0

r
n

m m m n
n Z m∈

式(11)右端级数在 ( )2L R R

明  由定 2 知 ( ) ( )0 1{ , , , ,K a n K a n− −i i  

是子

," ( ,K a −

空间 的框架，即存在两个常数 10 A< ≤ 2A  

，使 

1r

)}n−i 0V

<∞

( ) ( )
1 12 22

1
0 0

2
2A≤

, ,
r r

m m
n Z m n Z m

A f f K n a f n a

f

− −

∈ = ∈ =
≤ + = +∑∑ ∑∑i

 

由式(10)，得 

( )

( )

1 22
1 1

0
1 2 2

2 2
0

, ,
r

n
m m

n Z m
r

n
m m

n Z m

B A f f K n a

f n a B A f

δ

δ

−

= =
−

= =

≤ + +

= + + ≤

∑∑

∑∑

i
 

因 此

也是 的框架，根据小波 ，存在相 框架

0 0 1 1 1{ ( , ), ( , ), , (n n
rK n a K n a K n aδ δ −+ + + + +i i "  

理论 应对偶

+

1, )}n
rδ − i 0V

( ),{ , 0,1, , 1,m ns t m r n Z= − ∈" } ，对 ，有  ( ) 0f t V∈

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

,
1
1

,
0n Z m∈ =

下 步讨论多小

, ,
r

n
m m m n

n Z m
r

n
m m m n

f t f K n a s t

f n a s t

δ

δ

−

∈ =
−

= + +

= + +

∑∑

∑∑

i

证毕

 

面进一 波子空间不规则采样定理中重构

函数 }t 的构造。 

K d a l r d Zδ+ • ≤ ≤ − ∈ ，代入式

(11)，得 

( ),{ m ns

令 f = +( , ), 0 1,d
l l

( ) ( )

( ) ( )

1

0

,

, ,

, (

,
r

d d
l l l l

m n Z
n

m m m n

K d a K d a

K n a s t

δ δ

δ

−

= ∈
+ + • = + + •

+ + •

∑∑
 

已知

12)

( ) ( ) ( )*,d d
l l l l

j Z∈
K d a d a j jδ δ+ + • = + + − •−∑ �Φ Φ ，根

δ
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据 Fourier 变换的平移不变和 Parserval 恒等式，式(12)为 

( )

( )il ( )

( )il ( ) ( )

( ) ( )

il ( )il ( )

( )

1
*

0

*
,

21
*

,
0 0

*
,

,

1 ,
2

1
2

(2 2

) d

1
2

d
l l

r
d ij

l l
m n Z j Z

n ij
m m m n

j Z

r
d ij

m n l l
m n Z j Z

m
j Zn Z

n ij
m

m n

K d a

d a j e

n a j e s t

s t d a j e

n an n

j e

s t

ω

ω

π
ω

ω

δ

δ ω
π

δ ω

δ
π

ω π ω π

δ ω

π

−
−

= ∈ ∈

−

∈

−
−

= ∈ ∈

∈∈

+ + •

= + + −

+ + −

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + + −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ +⎢ ⎥⋅ + + ⎢⎢ ⎥ ⎢⎣⎣ ⎦
⎤+ − ⎥⎦

=

∑∑ ∑

∑

∑∑ ∑∫

∑∑

Φ Φ

Φ Φ

Φ

ΦΦ Φ

Φ

*

( )

( )

21

0 0

1( ) d (13)

r
d ij

l l
m n Z j Z

n ij
m m

j Z

d a j e

n a j e

π
ω

ω

δ

ω δ ω

−
−

= ∈ ∈

−

∈

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ + −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥⋅ + + −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∑ ∑∫

∑EΦ Φ

 

( )
2

* 11 ( )d ijB d a j e

n a j e

π
ω

ω

δ ω
π

δ ω

− −

∈

⎡ ⎤
⎢ ⎥= + + −⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥⋅ + + −

⎥⎦

∑∫

∑

记 EΦΦ

Φ

 

则式(13)简化为 

(14)

记 δ δ= + + + +i iR ，

( )

, , ,
0

2

d

d l n m l l
j Z

n ij
m m

j Z∈
⎢ ⎥⎢⎣

( ) ( )
1

, , , ,
0

, ,

0 1,

r
d

l l d l n m m n
n Z m

K d a B s t

l r d Z

δ
−

∈ =
+ + =

≤ ≤ − ∈

∑∑i
 

T1 1[ (1 , ), (2 , ), ]l l l l lK a K a " T T
0 1[ , ,=R R R  

T T
1, ]r−" R ， T] ，,1 ,2[ , ,m m ms s=S "

T[ , , , ]d l n d l n d l n r−B B B" ， 

T T

T T

1, ,1 1, ,2

2, ,1 2, ,2

l l

l l l

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜

B B

B B B

"

"
" " "

，
TT T T

0 1 1, , , r−

T T T T
1 2 1[ , , ]r−=S S S S" , ,d l n=B  

, , ,0 , , ,1 , , , 1

⎝ ⎠

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦B B B B"  

从而可得 

5  

例 1  Selesnick插值多小波[4]。 
⎞
⎟⎟⎟⎠

0 0
,

e f
H H

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜= =⎟ ⎟
⎠
，其中

1−=S B R  

算例 

2 1 0 1

0 1 00
, , ,

0 0 0 1

a c db
H H H H

f e d c− −

⎛ ⎞ ⎛⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎟ ⎟⎟ ⎟ ⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟ ⎜ ⎜⎜ ⎜= = = =⎟⎟ ⎟ ⎜ ⎜⎜ ⎜ ⎟⎟ ⎟− −⎜ ⎜⎜ ⎜⎟ ⎟ ⎟ ⎟⎜ ⎜ ⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝
 

2 30 0b a⎜ ⎜⎟ ⎟−⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝

1 1, ,a b A= = +  
32 4

 15 1 1 1 15
, 2 , ,

16 4 32 8 32
c d A e A= = − − = = − ±

( ) ( )

( ) ( )
0 0

1 1

s t t

t t

ϕ

ϕ

⎧ =⎪⎪⎪⎨⎪ =⎪⎪⎩s

， 。 

此多小波满足插值性，根据推论 1，

f A=

，对

( ) 0t V∈ ，有 f∀

( ) ( ) ( ) ( )0 1
1
2n Z

f t f n t n f n t nϕ ϕ
∈

⎛ ⎞⎟⎜= − + + −⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠∑  

例 2  文献[8]给出的样条多小波。 

设 ( )

[ )

( ) [ ]

2

2
0 1

, 0,1
2 1 ,

2 , 1,2

0,

t t
t t t

t tϕ ϕ

⎧⎪ ∈⎪⎪⎧ − ∈⎪ ⎪⎪⎪ ⎪= = − ∈⎨ ⎨⎪
( )

( [ ]0,1

0,
t t⎪

)

⎪ ⎪⎪⎪⎪⎩ 其他

当 时，

⎪⎩ 其他
 

0 0a = , 1 1/2a = *
2 20.191 1.309≤ ≤Φ ΦI T T I ，满

足 上的均匀采样条件，得 0V

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 1

1 0

1 1 1 1
2 2
2

s t t t t

t t

ϕ ϕ ϕ

ϕ

⎧⎪⎪ = + + − +⎪⎪⎨⎪⎪ = −⎪⎪⎩s
 

由式(8)，对 ( ) 0f t V∀ ∈ ，有 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

0 0

0

1
( ) 1 ( )

2
1

1 2
2

1f t f n t n t n f n

t n f n t n

ϕ ϕ ϕ

ϕ

= − + + − −

⎟⎜⋅ + − − + −⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

∑
 

例 3  Chu 波[9]：

n Z∈

⎛ ⎞

i多小 0

1/2 1/2

7 /4 7 /4
H

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟− − ⎟⎜⎝ ⎠
， 

1/2
H ⎟⎜= ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝

，1

1 0

0

⎛ ⎞⎟⎜
⎠

2

1/2 1/2⎛ ⎞⎟⎜ ⎟= ⎜⎜⎜⎝
 

当 0 0a = ,

7 /4 7 /4
H

−
⎜ ⎟⎟⎟− ⎟⎠

。

时， ，不满足均匀采

因此无法实现 空间中信号重构。而当

时，

1 1/2a = *
20 2≤ ≤Φ ΦT T I

样定理条件， 0V 0 0a = , 

1 1/4a = *
2 20.5 3≤ ≤Φ ΦI T T I ，满足均匀采样定理条件，

得 

l l

l1 0
1

( ) ( )
7 7 7 7
8 16 4 16

s ω ϕ ω=
⎟⎜ ⎟− + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜

�

0 0 1

3 7 7 1
4 8 8 4

( ) ( ) ( )
7 7 7 7
8 16 4 16

i

i

i

i

e
s e

e

e

ω

ω

ω

ω

ω ϕ ω ϕ ω
−

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟− + + −⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎟ ⎟⎜ ⎜⎝ ⎠ ⎝ ⎠= + ⋅⎛ ⎞⎟⎜ ⎟− + − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎝ ⎠

�

 

可知重构函数 ( ) ( )0 1

6  结束语 

多小波较单小波具有更大的灵活性，可同时具有正交

性、正则性、紧支撑、对称和高的逼近阶等特性，成为小波

研究的一个新热点。在多小波不具有插值特性的条件

,s t s t 不具有紧支性，从而不能实现精确

重构，但它具有指数衰减特性。 

下，本

文建立了多小波子空间 理和不规则采样定

以及相应重构函数的构造公式。

上的均匀采样定

理， 而多小波子空间上关于
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采样定理的误差估计分析将是进一步研究的课题。 
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