
第 29 卷第 5 期                            电  子  与  信  息  学  报                                Vol.29No.5 

2007年 5月                      Journal of Electronics & Information Technology                         May.. 2007 

离散稳恒信号的多重分形谱的计算及其应用 
陈双平①②    郑浩然②    刘金霞②    童  庆②    王煦法②

①(中国科学技术大学电子工程与信息系统系  合肥  230027) 
②(中国科学技术大学计算机科学与技术系  合肥  230027) 

摘  要：对于未知信号而言，一般将其视为稳恒信源的输出。因而，利用统计的方法计算信源输出信号的多重分形

谱，与理论上计算的结果加以比较，据此就可以判断信源模型参数估计的合理性。该文给出了计算信号多重分形谱

的一般方法，并且探讨了计算过程中的相关问题。并将该方法应用于染色体中碱基序列的分析中，实验结果表明，

在某种程度上，碱基序列可视为某个离散稳恒信源的输出。。 
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Abstract: Unknown signals are always be treated as outputs of stationary information sources which are easy to be 

dealt with. So, it is possible to compute multi-fractal spectrum of the signals, which are compared with theoretical 

results to verify whether the estimation of parameters for a model is correct or not. This paper describes how to 

compute the multi-fractal spectrum and other problems concerning the methods. Applying the methods to the 

analysis of DNA sequences shows that, in a sense, genomic sequence can be viewed as outputs of a stationary 

information source. 
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1  引言  

信源输出信号在数学中可以用随机过程加以描述，因此，

可以说信源的建模在某种程度上也就是用恰当的随机过程来

描述信号[1]。在实际的建模过程中，我们观察到的只有信源

的输出信号，对信源的真实模型并不了解。能不能找到一些

统计特征能反映信源的本质特征，从而可以利用这些特征来

推测信源所属的模型类，这个问题在信号建模和机器学习中

一直被长期研究，但是并没有得到彻底的解决。如果这种统

计特征存在，那么它可以用于模型的评估，因为模型统计量

的理论值可以和统计获得的观测值加以比较，倘若偏差太大，

则可以拒绝得到的模型。 

稳恒信源是信源研究中最主要的一种信源，因为很多实

际信源在较短的一段时间内都可以用稳恒信源作为其数学模

型，而且稳恒信源的研究又是非稳恒信源研究的基础[1]。一

般而言，将未知信源看成是稳恒的信源可以简化对问题的处
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理方式，这是因为稳恒信源有一系列很好的性质，如满足渐

近等同分割定理等[1]。在实际的应用中，稳恒性通常是一个

默认的假设，比如在语音处理中应用得比较广泛的隐马尔可

夫模型[2]，就是一个稳恒信源模型。这是因为语音信号在短

时期内是近似稳恒的，所以这隐马尔可夫模型对实际应用有

足够的精度。基于以上的原因，本文中讨论的信源仅限于稳

恒信源。 

熵率是稳恒信源的重要特征，它是多重分形谱的特殊一

维，即信息维[3]。1958 年，Kolmogorov指出熵相等是动力系

统同构的必要条件[1]。从多重分形谱的角度而言，多重分形

谱反映了随机过程的动力学特性，因此它可以作为验证信源

是否同构的必要条件。稳恒信源熵率的存在性[1]，从另一个

角度说明了，稳恒信源的多重分形谱可能是存在的。简单稳

恒信源的多重分形谱可以直接用解析法求得，复杂信源的多

重分形谱可以用统计物理中的方法来计算，因此多重分形谱

的存在性可以通过上述两种方法加以验证[4]。 

在以前的相关工作中，我们已经探讨了如何从理论上计

算信源的多重分形谱[4]。本文针对的是信源的输出信号，依

据信号的统计量，估计信源的多重分形谱。本文探讨了这个
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估计过程中存在的问题，给出了多重分形谱判定的准则和相

关的算法。本文还给出了一个实际的例子，计算酵母DNA序

列的多重分形谱，实验结果表明DNA序列在某种意义上可以

视为一个稳恒信源的输出，因而可以用一个稳恒的随机过程

加以模拟。这也从一个角度解释了为什么用隐马尔可夫模型

等稳恒随机过程在处理生物数据时能获得巨大的成 

功[5]。 

2  离散信号的多重分形谱 

2.1  定义和记号 

稳恒信源输出的信号是一个稳恒的随机过程。当信源字

母表是离散的，且信号取值时刻也是离散时，此时的稳恒信

源就称为离散稳恒信源 [ 1 ]。设离散稳恒信源的字母表为

{ }1 2, , , Ka a a ，信源的输出序列用  2 1 0 1 2{ , , , , , , ,u u u u u− −

, }tu 来表示。根据稳恒随机过程的定义，信源输出序列的

一切有限维概率分布与时间轴起点的选择无关，即有

( ) ( )1 1t t t N j j j NP u u u A P u u u A+ + + += = = ，其中 为某

一特定的字母序列

A
[1]。这一点为稳恒信源的研究带来很大方

便。 

假设稳恒信源字母序列的长度有限，设为 N ，并用

( )1 2, , , Nu u u 来表示，那么，可以将该有限长度的序列看成

一个随机矢量。该随机矢量的熵可以用联合熵  

来表示，于是，每个字母的平均熵 可以表示为

。当 时，若

趋于某一极限，则定义该极限为信源的熵率，记为 )U ，

)U 。对于一般的稳恒信源，可以证

) 一定存在

1 2( , ,H U U

)

H∞

即 N NH U H∞ →∞=

明H U∞  

, NU ( )NH U

( )1 2( ) (1/ ) , , ,N NH U N H U U U= N → ∞ ( )NH U

(

( ) lim (

( [1]。

从混沌和复杂性理论来看，熵率只是多重分形谱中特殊

的一维，即信息维[3]。对于稳恒信源长度为 的输出随机矢

量

N

( )1 2, , , NU U U ，其实例 一共有 种。将

种输出

( )1 2, , , Nu u u NK NK

( )1 2, , , Nu u u 按照概率的大小分成不同的集合

( ) ( ){ }1 2 1 2, , , , , ,p N NE u u u P u u u= | p= ，其中 为某个大

于 0 的数。令

p

pE 表示集合 中元素的数目，即 的基数，

则 和 之间具有函数关系，记

该函数为 ，即 。当

, 收敛于函数 ，我们将函数 记为信

源的多重分形谱。对于一般的稳恒信源 的收敛性难以

证明，并且 的解析表达式难以求得。但是可以用数值

的方法，如统计物理的方法计算，并且由标度不变性表明其

收 敛 性 。 熵 率 满 足

pE pE

2log (| |)/pE N 2(log ( )/ )p Nα = −

( )Nf α 2 2log (| |)/ ( log ( )/ )p NE N f p N= −

N → ∞ ( )Nf α ( )f α∞ ( )f α∞

( )Nf α

( )f α∞

( )H U∞
[6] ： ( )( ) ( )H U f H U∞ ∞= 且

。 ( )( ) 1f H U∞ ∞ =

对于一个信源的输出，它通常是一个或者多个序列，对

于一个长度为 的输出信号，我们得到 个可重叠

的长度为 的片断，其中 。由于信源稳恒的特

性，我们用 出现的频率，用式 (1)来估计

M 1M N− +

N 0 N M< <

( 1 2, , , Nu u u )
( )1 2, , , Nu u u 的真实概率 ，从而用 来计算

多重分形谱： 

( )1 2, , , NP u u u P̂

( ) ( )1 2
1 2

, , ,ˆ , , ,
1

N
N

u u u
P u u u

M N
=

− +
的出现次数

      (1) 

2.2  按照定义计算时的缺陷 

考虑一个简单的离散无记忆信源，二项分布，即N 次伯

努利试验的输出，其字母表为{0 ，每次以概率e 输出 0，

概率1 输出 1，其中 。则按照定义，对于长度为

的输出随机矢量

1},

e− 0 e< < 1

N ( )1 2, , , NU U U ，其实例 一共

有 种。将 2 种输出 ( 按照概率的大小分成不

同的集合，对 p e ，  

( )1 2, , , Nu u u

)
e −= − ( ){ , , , ( ,E u u u P u= |

, , ) }Nu u p= 1 2 1{( , , , ) , ,
i

u u u u i= | 中有 个

0}为 0 i n≤ ≤ p

2N N
1 2, , , Nu u u

(1 )i n i
i 1 2 1ip N

2 i ，即 E u  p N N

， 其 中 。 则 对 于 ，i
i

p NE C= =

2log ( )/p Nα = −

 

/( ( ) )N i N i! ! − ! 。则 和 之间的

具有函数关系 可以用图表示出来(见图 1)。并且，

可以解析求得

2log (| |)/pE N

( )Nf α
( )f α∞ ∞

[3]，对于  [0 1]ξ ∈ , , 2( ) log eα ξ ξ∞ = − −

(1 )ξ− 2log (1 )e⋅ − , 2 2( ( )) log (1 )log (1 )f α ξ ξ ξ ξ ξ∞ ∞ =− − − − 。

从图 1 中可以看到， 收敛到 的速度不是很快。对

于 ， 和 还是有一定差异，此时如果要计算概

率的话，需要计算 个值，这样的计算量是难以承受的。这

一点说明，即使获得了理论上的分布 ，按照

定义计算得到的多重分形谱也难以保证与理论结果吻合。 

( )Nf α ( )f α∞

80N = 80f f∞
802

( )1 2, , , NP u u u

 
图 1  p=0.3 的二项分布的多重分形谱 

更严重的问题是对于只知道输出信号的未知信源，我们

采用的是出现频率 ( )1 2, , , NP u u u 来估计 。按

照大数定律，估计的准确度取决于输出信号的数据量。通常

情况下，要估计长度为N 的 个概率需要的数据量也是随

指数增长的，这一点对于实际的信号来说可能是苛刻的。

如酵母第 4 条染色体中的碱基数约为 ，碱基有 4 种

类型，用该长度的数据估计 4 个概率，顶多估计的长度

( )1 2, , , NP u u u

NK

N
61 5 10. ×

N

6
4log (1 5 10 ) 10⎢ ⎥≤ . × =N ⎢ ⎥⎣ ⎦ (等式满足说明数据量已经少于要

估计的参数的个数，估计将不再有效)。并且P 还存在误差，

如直接采用定义计算多重分形谱，将导致更多的偏差。图 2

演示了这种偏差。当 时，对8N = P 的估计已经出现偏差，

这时多重分形谱 已经变形。在后面的分析中我们将发现

，对概率的估计数据量是充分的。 
8f

7N ≤

 
       图 2  酵母第 4 条染色体的多重分形谱 
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除了上面描述的跟信号数据量有关的问题以外，在文献

[7]中还描述了计算多重分形谱的其他有关问题，本文并不涉

及这些问题。 

2.3  离散信号的多重分形谱计算 

为避免上面描述的两种偏差，在统计物理中采用

Legendre变换[3]，但其计算是比较繁琐的。本文将文献[8]中

的方法推广到离散信源的情形，可以用如下条件判断多重分

形谱的存在(以保证估计的有效性)，并计算其多重分形谱，

从而使得求得的多重分形谱避免上述缺点。令  

，即 表示稳恒信源长度为 的随机矢量

所有可能的输出，一共 种。我们定义配分

函数 ，它满足下式： 

1{( ,N u=U

2, , )}Nu u NU N

1 2( , , , )NU U U NK

( )N qχ
( )( ) 2

N

q N q
N q P

τχ −

∈
= =∑ u
u U

            (2) 

对于确定的q ， 是一个常数，因此变换式(2)得： ( )qτ

2 2 ˆlog ( ) log ( )
N

q
N

q NPχ τ
∈

= = −∑ u
u U

q

[n n,

2

         (3) 

这表明配分函数的对数 与N 成线性关系，其斜率

为 。式(3)可以作为多重分形谱是否存在的判定标准，

对于满足线性关系的 的区间 ，其多重分形谱存在，

其中 为正整数。 

2log ( )
N

qχ
( )qτ−

N 1 2 ]

1n n<
对于线性关系得到满足的区间 ， ，

推广文献 [8]中方法，可以计算其多重分形谱  

： 

1 2[ ]n n, 1 2[ ]N n n∀ ∈ ,

( )N qα ,

( ( ))N Nf qα

2log
( )

ˆ
N

N

q
u uu U

N q
vv U

P P
q

N P
α

∈

∈

=
∑

∑
             (4) 

2log log
( ( )) N N

N

q q
v uv U u U

N N q
vv U

qP P
f q

N P
α

∈ ∈

∈

− +
=

∑ ∑
∑

2 uP
   (5) 

最后采用平均或者加权平均等线性回归的方法得到最终

的多重分形谱： 
2

1

1 2
2 1

( )
( )

1

n
NN n

n n

q
q

n n

α
α

=
=

− +

∑
∼                (6) 

2

1

1 2 1 2
2 1

( ( ))
( ( ))

1

n
N NN n

n n n n

f q
f q

n n

α
α

=
=

− +

∑
∼ ∼           (7) 

或者 

2
1 2

2 1

2 1

( ) ( )
( ) n n

n n

n q n q
q

n n
α α

α
−

=
−∼

1               (8) 

2 2 1 1
1 2 1 2

2 1

2 1

( ( )) ( ( ))
( ( )) n n n n

n n n n

n f q n f q
f q

n n
α α

α
−

=
−∼ ∼       (9) 

在这里当 时， ，即为熵率。

由此，我们得到计算信号的熵率的算法 1。 

1q =
1 2 1 2 1 2

(1) ( (1))n n n n n nfα α=∼ ∼ ∼

3  实验结果分析 

算法 1 的有效性可以从图 1 中  和 之间的差别看

出来。 是图中带圈的折线，最外围的是 ，两者差异在

量级以下，大大小于用定义计算的 。  

1 10f ∼ f∞

1 10f ∼ f∞
210−

80f

本文计算了酵母的全部染色体(数据来自http://www. 

yeastgenome.org/)的多重分形谱，计算结果表明全部染色体

都存在多重分形谱。我们用第 4 条染色的结果为例说明这个

计算过程，酵母的第 4 条染色体包括 1,531,916 个碱基。从图

3 中 与 之间的关系，可以看出线性关系在

和 之间满足。 以后这种线性关系已经得

不到满足。正如前面所分析的，这是因为信号数据不足，导

致对概率的估计出现偏差。利用算法 1 计算 [1 区间的 和

显示在图 4 中，此即其多重分形谱。由图 4 可见，其

多重分形谱非常光滑，这一方面表明了算法是有效的，另外

一方面，由多重分形谱的存在性，暗示我们DNA序列可能是

某个稳恒随机过程的产物，因而这从某种层面熵解释了为什

么用隐马尔可夫或者其他稳恒的概率模型来建模是非常有效

的。同时，一旦对DNA序列建模成功，就可以利用文献[4]

中的方法，计算模型多重分形谱的理论值，以此检查模型的

有效性。 

2log ( )
N

qχ N

1N = 7N = 8N ≥

7], α

1 7( )f α∼

 
图 3  酵母第 4 条染色体的 和N 之间的关系 2log ( )N qχ

从图 4 中的切点处，求得其熵率为 1.942294。我们在图

5 中，直接计算 得到熵率为图中直线的斜率。 由图 5

可见直接计算熵率时，当 时， 线性关系很好的满足，

表明熵率估计基本准确。这一点同样体现了数据的多少对计

算多重分形谱的影响，由此可见我们可以用图 3 中变量是否

满足线性关系作为熵率存在和估计准确性的依据之一。 

NN H⋅

9N =

 
图 4  酵母第 4 条染色体        图 5  酵母第 4 条染色体 

的多重分形谱                的熵随着 N 增加 

算法 1  计算离散稳恒信号的多重分形谱 

(1)用式(1)计算 。 ˆuP = ( )1 2
ˆ , , , NP u u u

(2)用式(3)计算配分函数，对不同的q ，做出

与 之间的关系图。 
2log ( )

N
qχ

N

(3)寻找 与 图形中线性关系得到满足的区

间 。 
2log ( )

N
qχ N

1 2[ ]n n,

(4)利用式(4)~式(9)计算多重分形谱 。 
1 2n nf ∼

(5)使用多重分形谱和 的切点求解熵率。 
1 2

( )n nf α α=∼

4  结束语 

稳恒信源的多重分形谱体现了信源的统计特征，它为鉴

 

http://www/
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别信号建模的合理性提供了一个必要条件。本文对信号的多

重分形谱计算中存在的问题加以分析，并且给出了判断信号

多重分形谱是否存在以及计算信号多重分形谱的方法。用以

上方法，我们计算了酵母染色体的多重分形谱，试验结果表

明，其多重分形谱存在，这暗示了遗传信息可能是某个稳恒

信源的输出。本文方法有助于理解稳恒随机过程与它的输出

信号之间的联系。 
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