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基于高斯短时分数阶傅里叶变换的多分量 LFM信号检测与参数估计 
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摘  要：该文针对线性调频信号，提出一种基于分数阶波包变换分析方法——高斯短时分数阶傅里叶变换。通过

旋转角度的搜索及高斯窗口宽度的调整，能够在低信噪比条件下对多分量 LFM 信号进行检测，避免交叉项的出

现，并能得到参数的估计值。通过推导分析给出变换结果的解析表达式，计算机仿真结果也表明了该变换的有效

性。 
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Abstract: Based on fractional wave packet transform, a new hybrid time-frequency transform: Gauss Short-time 

Fractional Fourier Transform (GSFrFT) is proposed for the detection and estimation of Linear 

Frequency-Modulated (LFM) signals. Multiple LFM signals can be detected in low SNR by choosing the rotated 

angle and cross-items can be avoided. Analytical expression of the transform result is given. The simulation 

results also show that the GSFrFT is valid. 
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1  引言  

LFM 信号是一类广泛应用于雷达、声纳及通信领域的

非平稳信号，研究 LFM信号的检测与参数估计具有重要的

实用价值。许多国内外学者都对此进行了大量的研究和探 

索[1–4]。其中具有代表性的是 Cohen类时-频分析方法[4]，如

WVD(Wigner-Ville Distribution)分布，这种方法对于单分

量 LFM 信号具有良好的能量积聚性，但对于多分量 LFM

信号，由于其固有的双线性变换性质，使得这种时-频分布

存在严重的交叉项 [1,5]，显然对弱目标检测是不利的。

Williams等人[3,6]提出了能够有效抑制交叉项的时-频分布方

法，然而同时也降低了信号自项的时-频分辨率。短时傅里

叶变换[7](Short-time Fourier Transform)能够避免交叉项的

出现，但在低信噪比条件下检测信号效果却并不理想。分数

阶傅里叶变换(FrFT)[8, 9]是一种一维的线性变换，具有整体

变换的性质，但不具有表征信号局部特性的能力。 

本文在分数阶波包变换 [10](fractional wave packet 

transform)基础上，提出了一种高斯短时分数阶傅里叶变换
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(Gauss Short-time Fractional Fourier Transform ，

GSFrFT)，选用高斯窗函数，通过窗口宽度的调整，获得较

高的频率分辨率，同时利用分数阶核函数角度旋转的特点，

在最优旋转角时得到信号的最佳能量集聚。该方法能够在低

信噪比的情况下检测到 LFM信号，并能有效地估计信号的

参数值。 

2  高斯短时分数阶傅里叶变换(GSFrFT)原理 

2.1  短时傅里叶变换(STFT) 

如果给定一个时间宽度很短的窗函数 ( )g t ，令窗滑动，

则信号 ( )s t 的 STFT为 
* 2STFT( , ) [ ( ) ( )] dj fut f s u g u t e uπ+∞ −

−∞
= −∫      (1) 

从其定义可以看出 STFT 方法是假定非平稳信号在分析窗

函数 ( )g t 的一个短的时间间隔内是伪平稳的，并移动分析窗

函数，使 ( ) ( )s u g u t− 在不同的有限时间宽度内为不同的伪

平稳信号，从而计算出各个不同时刻的功率谱。 

2.2  分数阶傅里叶变换 

FrFT 是一种新的时频分析工具，作为 Fourier 变换的

一种广义形式，信号的 FrFT可看成将信号在时间轴逆时针
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旋转角度 α 后在分数阶时-频域上的投影。对信号 ( )s u 的

FrFT定义[8]为 

( ) [ ( )] ( ) ( , )dS v F s u s u K u v uα
α α

+∞

−∞
= = ∫       (2) 

式中 FrFT的变换核为 

2 21 cot exp ,cot csc
2 2

( , )
( ), 2

( ), (2 1)

j u v
j juv

nK u v
u v n

u v n

α

α
α α

π
α π

δ α π

δ α π

⎧ ⎛ ⎞⎪ − + ⎟⎪ ⎜ ⎟−⎪ ⎜ ⎟⎟⎜⎪ ⎝ ⎠⎪⎪⎪ ≠⎪= ⎨⎪⎪ − =⎪⎪⎪⎪ + = ±⎪⎪⎩

(3) 

其中 ( )uδ 为单位冲激函数,n Z∈ 。 

2.3  高斯短时分数阶傅里叶变换 

文献[10]提出了一种分数阶小波包的时-频变换方法，其

主要思想就是基于短时傅里叶变换和分数阶傅里叶变换。本

文采用可调节窗口宽度的高斯窗函数，提出了高斯短时分数

阶傅里叶变换，对于信号 ( )s u ，其变换由下式给出： 

2 2

1 cot
GSFrFT ( , ) ( ) ( )

2

( )cos 2
exp d ,

2sin( )

j
t f s u g u t

u f f u
j u n

α
α
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(4) 

其中n Z∈ ， 
2

2

1
( ) exp

22 tt

u
g u σπσ

⎡ ⎤⎛ ⎞⎟⎢ ⎥⎜= − ⎟⎜ ⎟⎜⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
           (5) 

是均值为零的标准高斯函数， tσ 为时域中标准偏差。 

该变换综合了 STFT及 FrFT两种变换的优点，其意义

在于将信号 ( )s u 乘上一个窗口宽度可以调整、以 t 为中心的

分析高斯窗函数，并作 FrFT，等价于在各个时间点 t 附近

取出窗函数内信号 ( )s u 一个切片，得到的局部分数阶域频

谱。即可以通过调整高斯函数的标准偏差 tσ ，改善频率分
辨率。例如，在 LFM雷达回波信号处理中，各个目标回波

的调制频率相同，而初始频率不同，通过选择适当的 tσ ，
一方面能够提高各个信号的频率分辨率；另外一方面，能够

有效地区分出各个信号。如图 1所示，有两个初始频率相同，

而调制频率不同的 LFM信号，图 1(a)中， 0.006tσ = ，两

信号交叉在一起，很难区分各个信号以及各个信号的初始频

率；当 1tσ = 时，如图 1(b)中，两信号不但能够有效地区分

出，而且，各个信号的初始频率分辨率都得到极大的提高。 

 
图 1  tσ 大小对 LFM信号 GSFrFT影响 

为了方便计算，令： ( , ) ( ) ( )z u t s u g u t= − ，则根据信号

乘积的分数阶傅里叶变换性质[11]，可以推导出式(4)的另外

一种等价形式： 

2 2
cot cot

2 2

GSFrFT ( , ) ( , )

csc
( )

2
[( )csc ]d (6)
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=
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∫  

3  多分量 LFM 信号高斯短时分数阶傅里叶变换

检测与参数估计 

3.1  含有加性噪声 LFM信号的 FrFT及高斯窗函数的 FT 

不失一般性，本文针对含有噪声的多分量 LFM信号讨

论，所用的信号模型为 
2( )

1 1

( ) ( ) ( )l l
L L

j a u b u
l

l l

s u s u e n u+

= =
= = +∑ ∑        (7) 

式中 la ， lb 分别为第 l个 LFM 信号分量的调制频率和初始

频率参数，n(u) 是均值为 0，方差为 2
wσ 的高斯白噪声。式

(7)LFM信号模型的 FrFT为 

2

2 2
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1
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L
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当选择第 i个信号的最优旋转角度： 
1

arc tan , {1,2, , }
2i

i
i L

a
α

⎛ ⎞⎟⎜−= ∈⎟⎜ ⎟⎟⎜⎝ ⎠
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可得到 
2
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其中第 1项 ( sin )i iv bδ α− 是第 i个 LFM信号分数阶傅里叶

变换，为一冲击函数； 第 3项 ( )
i

N vα 为高斯白噪声 ( )n u 的

分数阶傅里叶变换；而第 2项 ( )
i

lS vα 为非第 i项多分量 LFM 

信号
1

( )
L

l
l
l i

s u
=
≠

∑ 的 FrFT，近似解析表达式如下：  

22 ( csc )
cot 44 2

1

2(1 cot ) 1( )
2

l i
i

l
i

b vv L jj jil A

l l
l i

j
S v e e e

A

απ α
α

α −−

=
≠

−
= ∑ (11) 

对于每个分量的信号，其能量主要集中在某一频段范围内，

其近似振幅谱并随着 2 cotl ia α+ 增大而逐渐呈矩形。 

综上分析可以得知，对于第 i个分量LFM信号的FrFT，

选择相应的旋转角度 iα 时，在分数阶域表现为一冲激函数，

而其它分量 LFM 信号的 FrFT，在此旋转角度能量主要集

中在某一频段范围内。同时对于高斯白噪声，无论怎样选择

旋转角度，其能量都均匀地分布在整个分数阶域平面上，这 
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将有效地抑制噪声，提高输出信噪比。 

式(5)高斯函数 ( )g u 的 FT[12]为 

          
2 21

21( )
2

uf
G f e

σ

π
−

=             (12) 

其中 1/u tσ σ= 为频域中的标准偏差。 

根据傅里叶变换的时移性有 
2 21

21( ) ( )
2

ufjft jft
tG f G f e e e

σ

π
−− −= =       (13) 

那么可以得到 

 
2 2 21( ) csc ( ) csc21[( )csc ]
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3.2  含有加性高斯白噪声 LFM信号的GSFrFT检测与参数

估计 

将多分量 LFM 信号的 FrFT 式(10)及频率域窗函数式

(14)代入高斯短时分数阶变换的等价式(6)，有 
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分析可知，在式(15)中，第 1项幅值取得最大值时，对

应的频率： 

sini if b α=                  (19) 

第 2项被积函数中对于每个分量的 LFM信号 FrFT而言，

其能量主要集中在某一频段范围内，其振幅谱并随着

2 cotl ia α+ 增大而逐渐呈矩形；振荡因子的正负抵消特性

能够加快无穷积分的收敛速度，而衰减因子在 sini iv b α=

附近其值快速衰减为零，因而第 2 项积分可认为仅在

sini iv b α= 有值，其近似值为 
2( )

II 4

1
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l i

l
i i

b bL j
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l i
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−−

=
≠

≈ ∑        (20) 

则在满足式(9)情况时，第 i个LFM信号与其余L−1个LFM

干扰信号的输出信干比近似为 

11

1
SIR 20 lg 20 lg

1
cot

2

i

i

LL

illl l
l il i

B
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π
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    (21) 

对于干扰信号来说，其调制频率 la 都比较大(兆赫级以上)，

因而上式得到的比值很大。式(15)中最后一项为高斯白噪声

的 GSFrFT，其被积函数中同样包含 3个因子，高斯白噪声

的 FrFT因子，振荡因子及衰减因子，其能量均匀地分布在

整个时频域内。因而式(15)的后两项积分可忽略，近似为  
2 2 2

( sin ) csc
1( sin ) csc
2GSFrFT ( , )

j f b ti i i u i i i

i i

f b
t f B e e

α αα α σ
α α

− −− −
≈  (22) 

这样就可得到了第 i个 LFM信号在对应最佳旋转角时

高斯短时分数阶傅里叶变换的近似解析表达式，对上式两边

取模得到 
2 2 21( sin ) csc

2GSFrFT ( , ) i i i u

i i

f b
t f e B

α α σ
α α

− −
≈      (23) 

从式(23)的结果来看，任何时刻，在满足式(9)最佳旋转角度

的情况下，LFM 信号高斯短时分数阶傅里叶变换模值都呈

高斯分布，在任何中心时刻其最大值对应点均满足式(19)。 

由以上推导可以看出，对于多分量 LFM信号的检测，

首先可通过在二维分数阶时频平面内峰值搜索得到第 i 个

LFM 分量对应的最优旋转角 iα ( 1,2, ,i I= )，计算出该

LFM 信号分量的高斯短时分数阶傅里叶变换，得到相应的

分数阶时频面的分布图，从而获得该分量信号的参数估计

值。 

4  仿真试验 

设含有高斯白噪声的两分量 L F M 信号 ( )s t =  
2 2140 1002 ( 80 ) 2 ( 40 )

2 2 ( )
j t t j t t

e e n t
π π− + − +

+ + ，输入信噪比为−6dB。 

图 2，图 3和图 4分别是WVD，Choil-Williams(CWD)和

STFT分布，“1”、“2”为 LFM信号分量，“3”为交叉项。

图 2中，可以看出存在严重交叉项，图 3的 CWD分布是通

过对核函数的改进，能够对交叉项及噪声有效的抑制，但同

时也降低了时-频分辨率；图 4 为短时傅里叶变换，虽无交

叉项存在，然而，频率分辨率较低。应用本文所给出的

GSFrFT，首先进行角度搜索，得到最优选转角度，根据式

(9)，求此角度反正切即可获得对应的信号分量“1”的调制

频率参数，通过调节适当的高斯函数标准偏差 σ ，得到 

 

图 2  两分量 LFM信号 WVD    图 3  两分量 LFM信号 CWD 
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表 1  多分量 LFM参数估计(输入 SNR=−6dB) 

 ia (真实值) îa (估计值) a∆ (误差) ib (真实值) îb (估计值) b∆ (误差) 

1 −439.82 −439.86 0.04 502.65 502.64 0.01 

2 −314.16 −314.18 0.02 251.33 251.32 0.01 

 
图 4  两分量 LFM信号 STFT 

，当 SNR 10dB≥− 都能得到较

为满意的结果，即高斯短时傅里叶变换方法具有在极低信噪

比环境下进行信号检测和信号参数估计的稳健性。 

5   

和参数估计，能够有效地避免交叉项的影

响，具有良好的应用前景。 
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本文提出了一种新的时-频变换方法，该方法将短时傅

里叶变换及分数阶傅里叶变换优点集于一体，采用可调整窗

口宽度的高斯窗函数，可获得较高的频率分辨率。同时给出

最优旋转角度下目标 LFM信号的分数阶傅里叶变换解析表

达式，及非目标信号时的 LFM信号分数阶傅里叶变换的近

似解析表达式，在低信噪比情况下能够有效地检测 LFM信

号，并进行参数估计。分析及仿真结果表明，该方法适用于

多分量信号的检测

结束语

 
图 5 

GSFrFT 时-频分布，从而获得初始频率参数的估计值。同

理，获得信号分量“2”的参数估计值，相应的参数估计值

如表 1所示。图 5(a)，5(b)为高斯短时分数阶傅里叶变换时
-频分布图，图中信号项周围的起伏为干扰项和交叉项的贡

献，可以看出相对于所求目标信号项这部分能量分散，从而

有利于实现信号项的检测与参数估计。 
从计算机仿真的结果看，当较低信噪比时，本文提出的

信号检测方法明显优于WVD，Choil-Williams和 STFT等

方法，多次的仿真结果表明


