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α稳定分布下的加权平均最小 p-范数算法 
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摘  要：该文提出一种新的适用于α稳定分布噪声环境的自适应滤波算法，这种算法通过使加权平均误差函数的 p-

范数最小来实现自适应滤波。在这种算法的基础上，该文还得到两种新的动量 LMP 自适应算法。将这些新算法应

用于估计 AR 模型的参数，计算机仿真的结果表明，该文提出的算法的性能比已有 LMP 算法的性能要更为优越。 
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Abstract: This paper introduces a new adaptive filtering algorithm under the α-stable noise conditions, which is 
obtained by minimizing the weighted average p-norm of error function. Two new versions of momentum LMP 
algorithm can be derived from the proposed one. Computer simulations on the channel equalization under the 
α-stable noise conditions show that the proposed algorithms provide better estimation performance than those of 
the existing LMP algorithm. 
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1  引言  

在通信系统中，接收机的设计通常假定信道中的加性噪

声是高斯白噪声。这是因为在高斯白噪声假设下，容易得到

信号处理问题的解析解，并且能够简化接收机的结构。但是，

在许多实际应用问题中，所遇到的诸如水声，低频大气噪声

以及许多人为噪声等，往往具有一定的甚至是比较显著的脉

冲性，这种噪声不符合高斯分布 [1 。在这种噪声下，基于

高斯假定得到的最优系统会出现性能退化，甚至不能正常工

作。许多研究表明，α稳定分布模型是一种能够很好描述这

种脉冲噪声的模型 。 

,2]

[3,4]

除了少数的特例外(α =2 时为高斯分布； =1， =0

时为柯西分布；α =1/2， =

α β
β 1− 时为皮尔森分布)，α稳定

分布概率密度函数没有闭合的表达式，通常用其特征函数来

表示： 

( ) exp{ | | [1 sgn( ) ( , )]}t jat t j t tαϕ γ β ω= − + α
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通过上述 4 个参数 ，可以完全确定一个稳定分

布的特征函数。其中： 称为特征指数，表示α稳定分布概

率密度函数拖尾的长度，α 值越小，其拖尾就越长，意味着

远离中心位置的随机变量的概率越大； γ 为分散系数，表示

α稳定分布的分散程度，类似于高斯分布的方差； 为对称

参数，当 时，称为对称α稳定分布，记为 αS a 为位

置参数，对于 αS a 示分布的均值( 1 )或中值

( )。参数为 的α稳定分布称为标准α稳

定分布。 

, , ,aα β γ
α

β
0β = S

S 表 2α< ≤
0 α< < 0, 1a

α稳定分布变量没有有限的二阶矩或高阶矩，其有限

阶矩称为分数低阶矩(FLOMs) [3 。文献[4]中

证明了α稳定分布随机变量的 p 阶矩与其 p-范数成比例。在

文献[5–8]中，给出了几种不同的自适应滤波算法。这些算法

都是以误差函数的 p-范数作为代价函数的，并且利用了代价

函数的瞬时梯度的近似值来更新权系数。其中，LMP(Least 

Mean p-Norm)算法的收敛速度慢，而 RLMP(Recursive 

LMP)算法 收敛速度虽然很快，但是由于其计算量太大，

(0 )p p α< < ,4]

[8]
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给应用带来不便。 

本文提出一种加权平均最小 p-范数自适应算法，类似于

加权平均最小均方自适应算法 ，这种算法的优点是收敛速

度快，同时相对于 LMP 算法计算量增加很小。本文还对所

提出的算法进行了简化，得到几种不同的表示。经过计算机

仿真，比较了这些算法与现存 LMP 算法 [4]的性能。 

[9]

2  加权平均最小 p-范数算法 

自适应线性系统的模型如式(5)所示： 

                   (5) T( ) ( ) ( )y t t t= w x'

式中 是权矢量，  T
1 2( ) [ ( ), ( ), , ( )]Mt w t w t w t=w 1( ) [ ( ),t x t=x
T

2( ), , ( )]Mx t x t 是输入矢量， 是系统的输出，式中 M 是

自适应系统的阶数。假设理想的系统输出为 ，则误差函

数 表达式为 

( )y t'
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                  (6) ( ) ( ) ( )e t y t y t= − '

设含有时间变量的代价函数为 
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式中 为指数加权因子，且满足 0 1和 。将

对 取梯度，得到 
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其中 为式(3)所定义的符号函数。应用梯度搜索算法，

权系数的更新关系式可写为 

sgn( )⋅

           (9) ( 1) ( ) ( / ) ( ,t t p Fμ+ = + ∇ww w )tw

其中 μ为收敛因子。将式(8)代入式(9)，则得到加权平均最

小 p-范数算法为 
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式(11)可以写为 
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同样，利用式(8)和式(9)得到权系数的迭代关系为 
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将式(14)代入式(13)，可以得到 
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由式(12)和式(15)可得 
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式 ( 17 )代表参数矢量 沿着加权平均 p -范数 (1  ( )tw / )t

1

( ) ( )
t

pt i

i

y i y' iλ −

=
⋅ −∑ 最小的方向进行更新，因此可以称为 

加权平均最小 p-范数学习算法。这种算法和 LMP 算法的区

别在于它有一个随时间变化的系数 。正是由于 的存

在，使得式(17)更加适于自适应滤波。因为在迭代次数 t 小

时， 使较大的 对算法的贡献较小；而在迭代次数

t 较大时， 使较小 对算法的贡献较大。 

( )tη ( )tη

( )tη ( )tΔw

( )tη ( )tΔw

3  加权平均最小 p-范数算法的简化 

在式(17)中，如果用一个适当的常量来代替时变系数

，就可以得到最小 p-范数(LMP)算法 [3 和动量最小 p-

范数(momentum-LMP，m-LMP)算法。分别介绍如下： 
( )tη ]

(1)LMP 算法  如果令式(17)中时变系数 ，则算

法就会按照 p-范数

( ) 0tη =

( ) ( ) py i y i− ' 最小的原则来更新权系数，

这样式(17)所示算法就简化为 LMP 算法，如式(18)所示： 

        (18) 1( 1) ( ) | ( ) | ( )sgn[ ( )pt t e t tμ −+ = +w w x ]e t

1( 1) ( ) (1 ) | ( ) | ( )sgn[ ( )] ( ) ( )pt t e t t e t t tλ μ λη−+ = + − + Δw w x w

t

在式(18)中，如果令 则算法就变成了 LMAD 算 1p =
法 [4]。尽管推导过程不同，但是本质上 LMAD 算法就是符

号 LMS 算法。 

(2)修正的平均加权最小 p-范数算法  把式(17)算法中

等号右边第 2 项的时变系数 用系数λ 代替，可以得到修

正的加权平均最小 p-范数 LMP 算法，如式(19)所示： 

( )tη

(19) 

(3)动量 LMP算法  如果用固定的常数 来代替时变系

数 ，同时选取系数 ，则算法简化为动量 LMP 算法，

如式(20)所示 

η

( )tη 1λ =

  

(20) 

1( 1) ( ) (1 ) | ( ) | ( )sgn[ ( )] ( )pt t e t t e tη μ η−+ = + − + Δw w x w

4  模拟实验 

为了分析比较各种算法的性能，本文以一个自适应均衡

器为例进行了计算机仿真。假设输入信号 为一个伪随机

二进制序列{ 1 ，信道的传输函数为二阶全极点模型，则

( )s t

,1}−
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信道的输出 为 ( )u t

1 2( ) ( 1) ( 2) ( )u t a u t a u t s t+ − + − =           (21) 

将α稳定分布噪声 叠加在 上，得到序列 为 ( )n t ( )u t ( )x t

( ) ( ) ( )x t u t n t= +                 (22) 

根据混合信噪比选取噪声 的分散系数 ，混合信噪比的

定义为 

( )n t γ

SNR 10 log{Var[ ( )]/ }u t γ=             (23) 

其中 为信号 的方差。假定均衡器的输出 为 Var[ ( )]u t ( )u t ( )y t'

        (24) 1 2( ) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( 2)y t x t w t x t w t x t= + − + −'

为了讨论方便，将式(17)、式(18)、式(19)和式(20)分别称为

算法 1、算法 2、算法 3 和算法 4。在计算机仿真中，本文采

用上述 4 种算法来估计权系数 和 。由于信道是一

个二阶 AR 模型，所以 和 的估值为 
1( )w t 2( )w t

1a 2a

             (25) 1 1 2 2ˆ[ ( )], [ ( )]a E w t a E w t= =
其中 表示取均值的操作。定义 和 的方差分别表示为 [ ]E ⋅ 1a 2a

2
1 1 1Var( ) 10 log {[ ( ) ( ( ))] }a E w t E w t= −         (26) 

2
2 2 2Var( ) 10 log {[ ( ) ( ( ))] }a E w t E w t= −

1 20.975, 0.95a= − =
        (27) 

在计算机仿真中，本文选取a 的信

道模型。为了获得可信的权系数 ，每次实验迭代 1000
次，共做 100 次独立实验。 

( )tw

为了对上述 4 种算法进行公平的比较，先假定 和

的初值分别等于 和 的真值，即排除不同算法跟踪

性能的不同而专门比较它们的稳态误差。控制各算法的稳态

误差功率均为 ，并由此得到 4 种算法的等价收敛因子

和 。再设 和 的初值为 0，使用前面所

得到的等价收敛因子进行信道参数 和 的估计，并比较不

同算法的性能。图 1 和图 2 分别给出了 ，混合信噪

比为 0dB 和 10dB 时 的曲线。图 3 和图 4 分别给出了

，混合信噪比为 0dB 和 10dB 时， 的曲线。 

1( )w t

2( )w t 1a 2a

eP

1 2 3, ,μ μ μ 4μ 1( )w t 2( )w t

1a 2a

1.2α =
( )tw

1.5α = ( )tw

 
图 1  α=1.2，SNR=0dB       图 2  α=1.2，SNR=10dB 

时的 w(t)                    时的 w(t) 

 
图 3  α=1.5，SNR=0dB      图 4  α=1.5，SNR=10dB 

时的 w(t)                   时的 w(t) 
从图 1–图 4可以看出，无论是在 还是在

的情况下，在低信噪比和高信噪比时，算法 1 的收敛速度都

优于其它 3 种算法，且算法 1 的计算量只比算法 2 增加了一

次加法运算，因此它们的运算复杂度相同，都为 ，其

中 M 为自适应系统的阶数。在文献[8]给出的 RLMP 算法的

运算复杂度为 , 其中 L 为数据窗的长度。 

1.2α = 1.5α =

( )O M

2(O LM )

图 5 和图 6 给出算法 1 和文献[9]中给出的加权平均最小

均方自适应算法(这里称为算法 )的性能曲线。为了保证实

验的公平性，采用与前面相同的方法得到等价的收敛因子。

在图 5 中 ，在图 6 中 (高斯分布)，信噪比均

为 0dB。 

5

1.2α = 2.0α =

 
图 5  α=1.2，SNR=0dB      图 6  α=2.0，SNR=0dB 

时的 w(t)                   时的 w(t) 

从计算机仿真结果可以看出：本文提出的加权平均最小

p-范数算法(算法 1)在分数低阶α稳定分布条件下，具有很好

的收敛特性，比已有的 LMP 算法收敛更快，更稳定，比其

它几种简化算法具有更好的性能。另一方面，基于二阶统计

量的加权平均最小均方算法(算法 )在高斯噪声下具有较好

的性能，但是在分数低阶α稳定分布条件下，其性能严重退

化。而本文中的算法 1 则在高斯和分数低阶α稳定分布条件

下均具有很好的韧性。 

5

5  结束语 

本文提出了一种新的适用于α稳定分布噪声环境的自适

应滤波算法，这种算法通过使加权平均误差函数的 p-范数最

小来实现自适应滤波。在这种算法的基础上，本文还得到两

种派生的动量 LMP 自适应算法。通过计算机仿真实现α稳定

条件下的信道均衡，结果表明本文算法所得到的参数估计比

已有 LMP 算法的结果更为优越。 
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