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线性迭代子空间射影重建法 
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摘  要：该文提出了一种基于子空间线性迭代的射影重建方法，该方法利用所有的图像序列构成的行向量生成的线

性子空间之和与射影重建结构点构成的行向量生成的子空间是同一线性子空间及在该子空间中任何一个基底都可

以作为射影重建的特性，线性迭代地求取射影重建及图像深度因子。模拟实验和真实实验表明，该射影重建方法具

有鲁棒性好、收敛性好及重投影误差小等优点。 
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Abstract: An iterative factorization method based on linear subspace for projective reconstruction is presented in 
the paper. It relies on the facts that the rows in the matrix including all the image points span the same linear 
subspace as the rows in the matrix including space points and the fact that any basis of the subspace can be 
regarded as projective reconstruction. The projective reconstruction and the depth factors are obtained based on 
linear iteration. The experiments with both simulate and real data show that the method is efficient, robust and 
has good property of convergence and small reprojection errors. 
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1  引言  

从图像序列中重建出三维场景结构是计算机视觉的主

要目标之一。目前，它仍然是计算机视觉领域中的研究热点。

Faugeras指出[1]，如果没有任何先验知识，从图像测量中只

能得到射影重建。 

现在所提出的射影重建算法大部分都是基于多线性约

束，当只有两幅图像时，存在一个双线性约束关系[2]，一般

也称为对极几何约束；当只有 3 幅或 4 幅图像时，存在三线

性约束[3]或四线性约束关系[4]；当图像数大于 4 时，则不存

在这样的几何约束关系[5]。利用多线性约束关系进行射影重

建的缺点是它仅能够利用 2 幅至 4 幅图像，而不能够利用更

多的图像，同时，这种方法并没有把所有的图像统一来看待，

而是偏向某几幅图像。 

为了克服上述缺点，Peter基于Tomasi-Kanade[6]正交投

影分解算法的思想，提出了利用分解算法来进行射影重 

建[7]。该方法的缺点是，在进行分解之前，各个图像点的深

度因子必须要事先求到，而深度因子的求解又要利用对极几

何约束关系。这样，又遇到了前面所述的问题。 
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针对上述缺点，本文利用所有的图像序列构成的行向量

生成的线性子空间之和与射影重建结构点构成的行向量生

成的子空间是同一线性子空间的特性，提出了在该线性子空

间中，任何一个基底都可以作为射影重建的性质，线性迭代

地得到射影重建及图像深度因子。该方法可以避免求取多线

性约束关系，而且各个图像都是同等的看待，并没有倚重某

些图像。模拟实验和真实实验数据结果表明，该射影重建方

法具有鲁棒性好、收敛性好及重投影误差小等优点。 

2  相机模型及投影矩阵 

本文假定摄像机模型为经典的针孔模型[8]，即成像过程

可以用下列方程表示： 
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式中 表示三维空间点的齐次坐标，

为对应的图像平面点的齐次坐标；K为摄像

机的内参矩阵，其中， 为主点坐标， 为图像 u 轴

的尺度因子， 为图像 v 轴的尺度因子，s 为畸变因子；R, t
分别为摄像机在拍摄位置对应的旋转矩阵和平移矩阵，即摄
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像机的外参矩阵。 

若令 

[=P K R t ]

n

                   (2) 
那么 P称摄像机的投影矩阵，则式(1)可以简写成 

λ =m PX                      (3) 

3  子空间描述[9]

假设有 m 幅图像，每幅图像上有 n 个对应的图像点，则

式(3)为 

, , , 1,2, , , 1,2, ,i j i j i j i m jλ = = =m PX       (4) 

式中 和i j 表示第 幅图像和第i j 个图像点。 

将所有空间点的齐次坐标表示成一个矩阵： 
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则对于第 i 幅图像上所有点及深度因子也有下式 
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根据式(4)，则有 

i i i=m PΛ                     (8) 

若将所有图像及投影矩阵放在一起，则有 

=M PX                     (9) 

式中 ，  T
1 1 2 2[ ]m m=M m m mΛ Λ Λ 1 2[=P P P

T]mP 。 

用 表示由 的行向量生成的三维线性子空间，即  iΩ im

{span , ,i i= u vΩ 1                (10) 

式中 和 分别表示由第i 幅图像的所有图像点的u和v分

量组成的行向量，1表示由n个1组成的行向量。 
iu iv

同样，用 表示由X的行向量生成的四维线性子空间，

即 

Ω

{ }span , , ,= x y z 1Ω               (11) 

式中x，y和z分别表示由空间点x 轴，y 轴和z 轴的分量组

成的行向量。 

对于 ，同样可以生成一个三维的线性子空间，即 i im Λ

{ }span , ,1i i i i i i i= u vΩ Λ Λ Λ Λ              (12) 

由式(8)可得 

i i ⊂ΩΛ Ω

m+ +

                   (13) 

1 1 2 2 m m+ + + ⊆Ω Λ Ω Λ Ω Λ Ω             (14) 

若式(13)中取 号，表示所有的子空间 重合，也就

是表示所有的图像一样，这是一种特殊情况

⊂ iΛιΩ
[9]。对于一般情

况下取等号，在本文中，并不考虑这种特殊情况，因此本文

取等号。 

从式(9) 矩阵的构成中可以看出，由M 矩阵的行向量

所生成的线性子空间为

M

1 1 2 2 m+Ω Λ Ω Λ ΛΩ ，即为 Ω 。 

同时，从式(8)中可以看出，对于任何一个非奇异矩阵 T，
都有 

1
i i i i i

−= = =m PX PT TX P' 'Λ X            (15) 

式中 ， 。即对于一组图像点序列 ，

如果存在一组重建 P 和 X，则同样存在另一组重建 和

。对于无穷多的非奇异矩阵T ，存在无穷多组重建满足

要求。如果没有任何先验知识，不能知道所求得的重建对应

的是哪一个变换T 。从而这个重建落在射影空间而不是欧氏

空间。但从式(15)可以看出，由于 T为非奇异矩阵，因此，

重建X和

1
i i

−=P PT' =X TX' m
P'

'X

'X 的行向量生成的线性子空间为同一子空间 Ω ，

只是它们的基底不一样，而且 X和 'X 的行向量都可以作为

这个子空间的一个基底。 

4  线性迭代射影重建 

定理  在由空间点X生成的线性子空间 中，任何一个

基底都可以作为射影重建

Ω

'X 的结果。 

证明  设{ }1 2 3 4, , ,σ σ σ σ 是由X生成的子空间中的任意一

个基底，则存在一个非奇异矩阵T ，使 

( )T
1 2 3 4 =σ σ σ σ TX              (16) 

由式 ( 1 5 )可得，若令 1
i i'P PT −= ，  1 2(' = =X TX σ σ σ3

T
4 )σ ，则 'P 和 'X 可以认为是一组射影重建。 

因此，线性子空间 Ω 中的任何一组基底都可以当作射影

重建X的结果。                               证毕 

从式(10)可以看出，矩阵 M 的秩满足 Rank( )=4。

将M矩阵进行奇异值分解(SVD) 

M

T
3 3 3 3m n m m m n n n× × ×M ×S V D=              (17) 

式中 S 和 D为正交阵，V =diag ( 。 1 2 3 4 0 0 0)v v v v

m n n' ' '

由于图像中含有噪声，因此不可能保证在对矩阵 M 进

行 SVD 分解后的V 中刚好对角线中前 4 个元素为非零，而

其它元素都为零，可以令对角线元素 =0( )。 iv 5i ≥

式(17)可以化简，得 
T

3 3 4 4 4 4m× × × ×=M S V D              (18) 

式中 3 4m' ×S 和 4n' ×D 分别为 和3 3m m×S n n×D 的前 4 列，

4 4' ×V =diag ( )1 2 3 4v v v v 。 

可以证明，由 'D 的列向量所生成的线性子空间也为 Ω ，

因此，可以令投影矩阵及射影空间点为 
T

3 4 4 4 4,m' ' 'P S V X D n× ×= ×=             (19) 

但是，为了计算更加稳定，令 
T

3 4 4 4 4 4 4,m n' 'P S W X W D× × ×= = ×            (20) 

式中 4 4×W =diag ( )1 2 3 4v v v v 。 

通过以上分析，可知若深度因子 已知，可以通过SVD

分解来完成射影重建。下面来求解深度因子 。 
iΛ

iΛ

将空间一个向量投影到由矩阵X的行向量所生成的线性

子空间的正投影矩阵T为[10]
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( ) 1T T −
=T X XX X                 (21) 

投影到其正交补空间中的投影矩阵 为 ⊥T

( ) 1T T −

⊥ = −T I X XX X            (22) 
由式(13)及投影矩阵 的性质可知 ⊥T

3i i nm ΛT⊥ ×= 0                (23) 

令 ，则式(23)为 [ T
1 2 n⊥ =T t t t ]
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从式(25)可以看，若投影空间点已知，可以线性地求解

深度因子 。 iΛ

从以上分析可知，我们可以构造一个线性迭代算法，可

以线性迭代地求取射影重建及深度因子。 

5  算法描述 

(1) 假设所有的深度因子都为1，令 ε 为任意小的一个正

数。 

(2) 对M矩阵进行SVD分解，利用式(18)和式(20)求得

射影重建P和X。若 ，则停止；否则到第(3)步。 5v ε<
(3) 利用求得的射影空间点 ，构造投影矩阵X ⊥T ，根

据式(25)求得深度因子 ，返回第(2)步。 iΛ

6  模拟与真实图像实验 

6.1  模拟实验 
为了检验本文所提出的算法的收敛性，用计算机模拟在

单位球内随机产生 100 个空间点，模拟摄像机的内参数

, , s=0, , ，变换摄

像机的外参数以产生 8 幅大小为 640× 480 的图像，并利用这

些模拟图像点进行射影重建，模拟结果如图 1 所示。 

1000uf = 1000vf = 0 320u = 0 240v =

从图 1 可以看出，本文所提出的算法迭代 10 次以内就

能够达到收敛，因此该算法具有良好的收敛性。 

为了比较本文所提出的算法和 Peter 算法的性能，在图

像像素中加入高斯噪声，在每种噪声水平下各进行 100 次实

验，利用式(26)求得重投影误差，然后取均值，实验结果如

图 2 所示。 

 
图 1  重投影误差随              图 2  重投影误差随 
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从图 2 中可以看，本文提出的射影重建方法的重投影误

差比Peter的分解算法[7]重投影误差要小，原因主要有两方

面：(1)本文的方法不需要计算基础矩阵，基础矩阵的计算对

图像噪声非常敏感[5]，而Peter的方法需要计算基础矩阵。(2)

本文的方法把所有的图像统一看待，并没有倚重哪一幅图

像，而Peter的方法在计算深度因子时，却并没有把所有的图

像统一看待。因此本文的方法具有更小的重投影误差。从图

中还可以看出，在 4 个像素的噪声之内，本文算法求得的重

投影误差只比原来的图像噪声约大 70％，具有较小的重投影

误差。 

6.2  真实图像实验 

为了验证本算法的正确性，本文获得一个由 10 幅图像

组成的房子序列，图像的大小为 512 480，其中两幅图像如

图 3 所示。用 Harris 算子提取了 120 个特征点(如图 3(a)所

示)，并用这些特征点进行射影重建，重建后再重投影的点如

图 3(b)所示。从图中可以看出，本文提出的算法具有良好的

重建结果。 

×

 

图 3 图像的特征点(+)及重投影点(〇) 

7  结束语 

本文提出了一种利用子空间线性迭代求取射影重建的

方法，模拟实验结果表明，该方法只需要 10 次以内迭代就

可以达到收敛，同时，重投影误差约大于图像噪声的 70％，

因此，该方法具有良好的收敛性、鲁棒性及重投影误差小等

优点。同时，真实图像实验结果表明，本文提出的射影重建

方法是非常有效的。 
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