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用统计物理的方法计算信源熵率 
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摘  要: 从数学模型的角度来说，信源和随机过程有着一一对应的关系。从混沌的角度来看，随机过程的多重分

形谱是动力系统的重要特征，熵率只是多重分形维中特殊的一维，即信息维。该文指出了如何用统计物理的方法

计算随机过程的多重分形维，以二态隐马尔可夫信源作为例子，该文计算了其熵率。计算结果和理论结果的比较

表明，用统计物理的方法计算隐马尔可夫过程熵率具有实用价值。这一方法可以推广到一般信源熵率的数值计算。 
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Abstract: From the mathematical point of view, information sources can be 1-to-1 mapped to stochastic processes. 

Known from the theory of chaos, multi-fractal of stochastic process is a key characteristic of its dynamics, of which 

entropy rate is a special fractal dimension named information dimension. The paper introduces methods of 

statistical physics to compute the multi-fractal of stochastic process so that the entropy rate of source can be 

obtained at once. Take binary hidden Markov processes as example, the paper demonstrate how this approach 

works. The results shows that the methods is applicable to numerically approximate the entropy rate of binary 

hidden Markov processes (BHMPs) in practical applications, and it can be applied in more generalized kinds of 

information sources. 
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1  引言  

信源输出信号在数学中可以用随机过程加以描述，因

此，可以说信源的建模在某种程度上也就是用恰当的随机过

程来描述信号 。然而，一般的随机过程理论并不涉及和讨

论信号中所携带的信息，而信息论所关心的中心内容则是信

号中携带的信息。在信息论中信源输出信号所携带信息的效

率使用熵率或冗余度来表示的，因而各种信源的熵率的计算

方法就成为信源编码中的主要研究内容 。 

[1]

[1]

离散无记忆信源的熵率是模型概率参数的一个解析表

达式；离散马尔可夫信源的熵率也可以由并不复杂的方法计

算得到 [1 。但是对于一般的信源，如隐马尔可夫信源 [2 ，] ,3]
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其熵率目前没有找到解析表达式 [4]。我们在以前的相关工作

中，对一类特殊的二态隐马尔可夫信源的熵率，证明了其一

个收敛的上下界 [5 ，并且给出了一个理论上可以逼近到任意

精度的数值算法 [6 (理论上熵率的误差可以计算到低于任意

小的正值)。但是，这并没有解决一般的隐马尔可夫过程熵率

的计算问题。对于更一般的随机过程所建模的信源，这一问

题同样存在。 

]

]

从复杂性科学的角度来说，熵率只是非线性系统多重分

形谱中特殊的一维，即信息维 [7 。因此熵率的计算完全可以

用统计物理的方法加以解决。多重分形可以分为规则分形和

不规则分形。规则多重分形可以用解析方法或统计物理的方

法得到它们的多重分形谱，不规则多重分形谱只能用统计物

理的方法得出 [7 。在得到其多重分形谱以后，熵率就可以从

多重分形谱中计算得到。 

]

]



130                                        电 子 与 信 息 学 报                                      第 29 卷 

在本文中，我们引入统计物理中的方法，用以计算信源

的熵率。我们将信源的随机模型和非线性动力学中对象之间

建立联系，其中离散无记忆信源、马尔可夫信源和康托集之

间具有对应关系。我们还将演示如何用解析的方法计算离散

无记忆信源的熵率；如何用统计物理的方法计算隐马尔可夫

信源的熵率。并且这种统计物理的方法，完全可以推广到一

般信源熵率的计算。 

2  定义和记号 

2.1  不均匀康托集的多重分形谱和熵率 

在下面我们简单介绍一下康托集和多重分形谱的概念，

关于更多有关康托集和多重分形谱的介绍请参见文献[7]。 

一种质量分布不均匀的简单康托二分集可以由如下方

式生成：初始只有一条线段，每操作一次，将原有线段三等

分并舍去中间 段后，余下两段的质量分布概率分别为

和 ,即生成元是 分布；接着再在两个 线

段内分别用生成元作一次类似的操作，这样 4 个线段的质量

分布概率有 3 种，概率最小的线段对应于 ，因为在两次

操作中它的概率都取 ；中间两段的概率对应于 ，

这是一次取 ，一次取1 的结果；概率最大的线段对应

于 ，显然它是两次取1 后得到的。这样操作 次

以后,总线段数有 2 个，每个线段的尺寸 ，其质量

分布概率分别为 。具有相

同概率 的线段数分别为： 。各个

线段尺寸 的 和  形成一个集 (整个集延伸到

)。 
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可以把全部概率分布 )ε 组成的集划分为一系列子

集，即 ( )i ε 的大小划分为满足下面的幂函数的子集

，这里的α 是奇异指数。它是反映分形上各个小

线段的奇异程度的一个量，所以 的数值必然是与所在的子

集有关。若在分形上的测度量(如前述的质量)是均匀的，则

值必然只有一个值。若不均匀，可以用α 值的大小区分为许

多小子集。将子集内的线段数或单元数 和 的关系式定

义为

(

P

( )iP αε ε∝

α
α

( )N ε ε
[7]： , 。 的物理意义是表示相同

值的子集的分形维数。一般将 称为多重分形谱。康托

集的多重分形谱 可以解析求解。 

( )( ) fN αε ε−∝ 0ε → ( )f α
α ( )f α

( )f α
统计物理给出了规则和不规则多重分形谱的计算方法。

首先定一个配分函数 ，对概率 用 q 次方进行加权

求和，其数学表达式为 [7 ： 。如果上

式后面的等式成立，即配分函数和 有幂函数关系，则可以

从 曲线的斜率得到

( )qχ ε ( )P ε
] ( )( ) ( )qq iP τχ ε ε ε≡ Σ =

ε
ln ( ) lnqχ ε ε∼ [7] ( )( ) ln ( ) lnqqτ χ ε⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦ ε ,

)

 

( 0ε → ，一般把 成为质量指数。 ( )qτ
当 时，在 的求和中大概率子集将起到主要

作用； 时， 求和中小概率子集将起到主要作

用。所以通过加权处理，可以对一个分形集内部的结构进行

精细的研究。 

1q ( )qiP εΣ

1q − ( )qiP εΣ

广义分形维数 定义为 [7 ：qD ] [ ] ( )( ) ( ) 1D q q qτ= − =  

[ ]ln ( ) ( 1)ln ( 0)q qχ ε ε ε⎡ ⎤ − , →⎢ ⎥⎣ ⎦ 。它是随不同的q 值而有不同

意义的分形维数。 时， 是普通的豪斯道夫维数。当

时，可推导出：

0q = 0D

1q = ( ) ( )1 ln ln ( 0)i iP ε ε= Σ , →

i

, ,

1 2ε π π< < , < /
π

k kz=
n n

n nP X Z P X Z= | , − = | 1
1( n+

(1 )+(1 ) , ( ) 1 ( )g x g xπ ε π ε⋅ − − = −

1( 0 ) ( ( 0 ))n nP Z Z g P X Z= | = = |

1 1 1 1( 1 ) ( ( 0 ))n n
n nP Z Z g P X Z+ = | = = |

1 )n

D P 。这里

相当于系统的负熵，也就是系统的信息熵，所以

是信息维数，也就是熵率。 

lniP PΣ 1D

2.2  二态隐马尔可夫过程和带标签的康托集 

令 为二元字符集上的一阶静态马尔可夫过

程，其转移概率 满足  
1{ }k kX X ≥=

abP π= 1( )ab X k kP X b X a aπ −= = | =

{0 1}b ∈ , 。另外有一个伯努利(Bernoulli)噪声过程(二态独立

同分布) ，独立于X ，满足 。因

此 ， 可 以 定 义 随 机 过 程 ， 有  

，这里⊕ 指模 2 加法(“异或”)。可以将Z 视为

具有噪声 的二元对称信道的输出，其输入为X 。Z 完全

由参数 ， 和 决定。随机过程 是一种最简单的隐

马氏过程，简称为二态隐马尔可夫过程

1{ }k kE E ≥= ( 1)iP E ε= =

1{ }k kZ Z ≥= k kZ X=

1kE k⊕ , ≥

E

01π 10π ε Z
[8](Binary Hidden 

Markov Process，BHMP)。通常情况下我们认为噪声 较小，

只考虑 0 的情形。本文中，我们给出的

例子为 时的情形。 

ε

01 10

01 10π π= =
我们业已证明，含 M 个隐状态 N 种输出值的隐马尔可

夫过程和一个带M维标签的N分不均匀康托集一一对应 [8]，

其中 M 维标签为输出某个序列时最后所处隐状态的比例。以

二元隐马尔可夫信源为例，它可以相当于一个带二维标签的

不均匀二分康托集。这种康托集经过 k 次分裂后，产生 2 个

输出 ，集合中的每个元素 Z 具有标签

和概率 P Z 。标签

和概率的计算由以下的公式得出。 

k

1 1
k

kZ z z≡ 1 1

1 1( ( 0 ) 1 ( 0 )) )

定义 和 为 ：  0( )g x 1( )g x [6]
0( ) (1 2 )(1 2 ) +g x xπ ε= − −

1 0 。因此 [6  ]
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定义 和 为0( )f x 1( )f x [6] [ ]0( ) (1 )( (1 2 ) )f x xε π= − − + π  

1(1 2 )(1 2 ) (1 ) (1 ) ( ) ( (1 2 ) )x f x xπ ε π ε π ε ε π π⎡ ⎤ ⎡− − + − + − , = − + ⎤
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[ ]/ (1 2 )(1 2 ) (1 )(1 )xπ ε πε π ε− − − + + − − 。因此有 [6]   

1 1
1 0 1 1( 0 0) ( ( 0n n

n nP X Z f P X Z− −
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     (4) 
1 1

1 1 1 1( 0 1) ( ( 0n n
n nP X Z f P X Z− −

−= | = = |       (5) 

3  计算熵率的统计物理方法 

3.1 熵率的混沌学意义及其计算 

引理 1   多重分形谱的图像 与直线

，相切于点 ，即 。 

[9,10] ( )y f α=

y α= 1 2( , )D D 1 1( )D f D=

在文献[9,10]中提到判断多重分形谱是否正确的条件中

也包含这两点。这个定理为我们求解熵率提供了手段，熵率
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就是多重分形谱 与直线 的切点(交点)处 的

值。若用解析的方法求熵率，只要解 这个方程即可；

如果用统计的方法，则在图像上找到这个切点(交点)就可以

了。  

( )y f α= y α= α
( )fα α=

另外，混沌系统的空间分布维数对于熵率的计算而言也

是必要的，我们已经知道有如下引理： 

引理 2   多重分形谱的图像 的最大值为

，它等于系统的豪斯道夫维数。即 

[9,10] ( )y f α=

max( )f α

0 ( )D f α= max     (6) 

在此基础上，我们可以将信源变换到对应的非线性系

统，从而计算其分形谱，并通过其分形谱计算信源的熵率。

并且我们还证明，这种变换使得信源熵率和对应的非线性系

统的空间维无关。如果有 种字符，则我们有 M

( )1 0 2log ( )h D D M=                (7) 

这是因为信源的熵率反映的是全部可能信号序列所含

的概率的分布情况，对每一输出信号序号都认为其对熵率的

贡献是等同的，对于概率为零的输出信号序号是不考虑的。

故 有 [ ]1 0 2ln( ) ln( ) log ( ),ph N Mχ ⎡ ⎤= − ⋅ [ ]>⎢ ⎥⎣ ⎦ 1 1ln( )D χ=−  

[ ]ln( )Nε ， [ ]0 0ln( ) ln( ) ,D N N ε
⎡ ⎤= −

ε

p>⎢ ⎥⎣ ⎦ 其中 为输出序列

中概率大于零的数目，N 为总的输出序列数，熵率的单位

是比特,

0pN >

1 0D D 是以M 为底的对数，故 为归一化参

数熵率的系数。由上易见式(9)成立。由此我们有算法 1，可

以它来计算一般信源的熵率： 

2log ( )M

算法 1  计算信源的多重分形谱 
(1) 构建信源到多重分形之间的映射。类似于康托集的

构造过程，信源的输出字符集如果有 种的话，这个集合

的每个元素等分为 份，分别计算M 份的概率分布情况。

这样，一个信源就变换为一个多重分形。 

M

M

(2) 用解析或者数值计算的方法计算多重分形谱，用标

度不变性检验得到的多重分形谱的有效性。统计物理的计算

方法参见文献[11]。 

(3) 根据引理 1 获得熵率和几何分形维。 

(4) 应用式(7)修正熵率。 

3.2  解析法求离散无记忆信源熵率 

根据算法 1，我们可以将一个简单的二元离散无记忆信

源用二项分布加以描述，而二项分布可以视为一个规则的多

重分形，即康托集上的概率分布。康托集的多重分形谱

可以解析求解，其计算过程可以参见文献[7]。α 和 表示

成参变量 的函数，其中 ，且  

。我们将其

分形谱画在图 1 中，图中直线为 ，曲线为 ，

直线和多重分形谱的交点(也是切点)为信源的熵率。从图 1

不难看出 的解为 。 时，  

。 时，

取到 中的唯一极大值 。故由式(7)

知熵率为 

( )f α
( )f α

ξ [0 1]ξ ∈ , 3log (1 )Pα ξ ξ= − + −

3log (1 )P− , 3 3( ) log (1 )log (1 )f α ξ ξ ξ= − − − −

 

图 1  离散无记忆信源(二项分布)的多重分形谱 

1
2 2

0 0 5

log (1 )log (1 )
( )

PDh P P P
D f

ξ

ξ

α
α

=

= .

|
= = = − − − −

|
P
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 (8) 

这个式子也正是离散无记忆信源的熵率公式 [1 。 ]

3.3  数值计算法求隐马尔可夫信源的熵率 

如前所述，隐马尔可夫信源可以等价为一个类康托集上

的多重分形，按照算法 1 产生全部概率后，可以用数值的方

法计算其分形谱。产生概率的算法伪代码参见算法 2，如要

产生 14 次分裂后的具有 个元素的类康托集，调用方式为

generator(1,0.5,1,14,1)。 

142

算法 2  产生 BHMP 的概率分布 
function generator( , , , , ) p 0p k maxk i

if then maxk k=
printf ,  i p
return 
end if 
generator( , , , , ) 0 0( )p g r⋅ 0 0( )f p 1k + maxk 2 1i −

generator( , , , , 2 ) 1 0( )p g r⋅ 1 0( )f p 1k + maxk i
end function 

取 ，用算法 1 产生二元隐马尔可夫信

源的概率分布以后，计算其配分函数 ，由图 2 中可以

看出明显的线性关系，即有标度不变量存在，故其多重分形

谱存在。用统计物理的方法 [1 求得其多重分形谱并画在图 3

中。在图 3 中我们可以看到熵率为直线 y 和多重分形谱

的交点处的值，值为 。在文献[6]中，我们

提出了一种方法精确估计二元隐马尔可夫信源的熵率和偏

差范围，估计的值为 。可见用统计物

理方法得到的熵率和理论值的偏差是很小的，约 。

我们用大量的 参数组合加以测试，都表明用统计物理

方法得到的结果和理论值的误差在 1 以内，因此这种方

法完全可以用于实际的应用。

0 3 0 2π ε= . , = .

( )qχ ε

1]

α=

( )y f α= 0 983997.

0 983888 0 0000005. ± .

0 00011.

( )π ε,

0 00

 

ξ
y α= ( )y f α=

( )fα α= Pξ = Pξ = Pξα =| =
( ) Pf ξα =| = 3log (1 )P P P− − − 3log (1 )P− 0 5ξ = . ( )f α

[0 1]ξ ∈ , 0 5 3( ) log 2f ξα = .| =     图 2  二元隐马尔可夫信源的     图 3  二元隐马尔可夫信源 
       ln 随 的变化              的多重分形谱 ( )qχ ε ln ε
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4  结束语 

信源和随机过程有着对应的关系，随机过程的多重分形

谱体现了其混沌动力学特征。在本文中，我们探讨了如何用

统计物理的方法计算信源的熵率，熵率的计算和随机过程的

多重分形谱的求解之间存在着相关性，可以通过解析或者数

值的方法求得信源的多重分形谱，再求解熵率。实际上，对

离散无记忆信源和马尔可夫信源，可以通过解析的方法求解

其熵率；对于更加一般的信源，只要保证其多重分形的存在

性，熵率可以用数值计算的方法解决。我们以离散无记忆信

源和二态隐马尔可夫信源作为例子，显示了这种方法的有效

性。本文的方法有助于理解信源的动力学行为和计算复杂信

源的熵率。 
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