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一种新颖的基于 TDSA 的多个正弦信号参数估计方法 

梁军利    杨树元    高  丽 

(中国科学院声学研究所   北京   100080) 
摘  要：该文提出了一种基于跨维模拟退火(TDSA)算法联合估计实正弦信号个数及频率的新方法。该文在跨维模

拟退火算法基础上，引入惩罚因子，通过最小二乘精简采样参数，在高斯白噪声中检测正弦信号的个数及频率。

仿真证实，该方法具有较好的效果。 
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A Novel Parameter Estimation Method for Sinusoid Signals 
Based on TDSA 

Liang Jun-li    Yang Shu-yuan    Gao Li 
(Institute of Acoustics, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100080, China) 

Abstract: This paper presents a new method of estimating numbers and frequencies for sinusoid signals based on 

TransDimensional Simulated Annealing(TDSA) algorithm. This paper introduces penalty term and least square 

into TDSA, and gives a method that simultaneously estimates the numbers and frequencies of sinusoids signals in 

white gaussian noise. Finally, the validity of this method is well verified by the simulation. 
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1  引言  

噪声中正弦信号的检测一直是信号处理领域的研究热

点，但是以往的研究仅限于信号个数确知情况下正弦信号频

率的估计及信号的有无问题 。尽管文献[5]给出了未知个

数的正弦信号检测方法，但该方法受到离散傅里叶变换

(Discrete Fourier Transform，DFT)分辨率的限制，在频率

估计偏差大于 DFT 分辨率时，算法失效，而且要求样本点

数较大。 

[1 4]−

模 拟 退 火 (Simulated Annealing, SA) 算 法 最 早 由

Metropolis 等人于 1953 年提出，其基本思路得益于材料统

计力学的研究成果，通过模拟退火过程，找到全局(或近似)

最优解。其实质是一种基于蒙特卡洛(Monte Carlo, MC)迭

代求解的启发式搜索算法，可用于解决众多的优化问题 ，

并在 VLSI 设计、模式识别、图像处理、信号处理、控制等

众多领域得到了成功的应用 。 

[6,7]

[8 13]−

但基本的模拟退火算法限于确知模型结构下未知参数

的优化求解，Brooks [1 提出了模型不确定时的跨维模拟退

火算法(TransDimensional Simulated Annealing, TDSA)，

其不仅可以进行最佳的参数优化，而且可以同时进行最佳模

型的选择，跳出了以前在固定模型下参数优化的框架，为人

们解决不确定模型情况下优化问题提供了新的思路。其与以

4]
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往模型阶数确定方法的本质区别在于：以往的模型阶数确定

方法是在最大似然准则下计算每一个可能模型下的标准值

(如 AIC,MDL)，因此其本质是模型和参数估计分别独立进

行的过程，当模型阶数可能取值的范围较大时，这些方法将

不再有效。TDSA 方法是基本 SA 方法的扩展，是模型阶数

和参数同时进行优化的方法，因此其计算量在模型阶数可能

取值的范围较大时远远小于以往的模型阶数确定方法。

TDSA 借鉴了可逆跳转马尔柯夫链蒙特卡洛(Reversible 

Jump Markov Chain Monte Carlo, RJMCMC)算法 [1 对

模型阶数的采样机制，但本质上完全不同于RJMCMC方法，

区别在于(1)RJMCMC 方法对于一些未知的参数引入了一

些先验分布，因此需要根据具体情况选择合适的先验分布参

数，ROBUST 性能较差，而 TDSA 方法是不需要的；(2)由

于 RJMCMC 引入了许多先验分布，其求解的准则类似于最

大后验准则，而 TDSA 则是基于最大似然准则；(3)由于

RJMCMC 方法引入了一些先验分布，因此对于这些分布参

数值的更改在每一步迭代中都要进行，因此其收敛速度慢于

TDSA；(4)考虑模型阶数影响到其他参数的个数，TDSA 方

法将退火机制引入到模型阶数这一特殊参数优化过程中。 

5 17]−

本文借鉴了文献[16]中提出的基于 RJMCMC 的正弦信

号参数估计方法，但不同于文献[16]。本文建议方法是基于

Brooks 提出的跨维模拟退火算法，并在此基础上引入惩罚因

子，并结合 Gibbs 采样和 Metropolis Hastings 采样算法，结
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合最小二乘精简采样参数，提出的一种基于 TDSA 的多个正

弦信号最大似然参数估计方法。 

2  问题描述及模拟退火算法 

2.1 基本模拟退火算法及跨维模拟退火算法 
2 .1 .1 基本模拟退火算法   给出温度下降方法  1iT g+ =

0( , 1)T i⋅ + 、新状态产生机制为 ；求解目标函数

为 的基本模拟退火算法可以描述如下： 

( ( ))x h x k′ =

( )f x

步骤 1  令 ，给出初始温度 ，初始状

态 ； 

0, 0i k= = 0 0T >

(0)x

步骤 2  根据 及新状态产生机制得到一个新的状态

，按式(1)计算概率接受 ； 

( )x k

x ′ ( 1)x k x ′+ =

1, ( ) ( ( ))

( ( ) ) ( ) ( ( ))exp ,
i

f x f x k

p x k x f x f x k
T

⎧ ′ <⎪⎪⎪⎪⎪′→ = ⎛ ⎞⎨ ′ − ⎟⎜⎪ ⎟−⎜⎪ ⎟⎜⎪ ⎟⎜⎝ ⎠⎪⎪⎩
其他

 

    (1) 

步骤 3  如果在 下还未达到平衡状态，则转到步骤 2； iT

步骤 4  如果 已经足够低，则结束；否则继续。 iT

步骤 5  根据温度下降方法计算新的温度 。转到步

骤 2。 
1iT +

2.1.2  跨维模拟退火算法  跨维模拟退火算法引入了模型

阶数 的采样，设在当前温度下的模型阶数为 ，以一定

的概率 ， ， 接受下一次的模型阶数为 
k ( 1)ik −

birthP deathP updateP

(1) +1，称之为模阶增加(Birth)，然后增加相应模

型结构的参数，按照计算的相应概率接受新的模型； 

( 1)ik −

(2) ，称之为模阶减少(Death)，然后减少相应

模型结构的参数，按照计算的相应概率接受新的模型； 

( 1) 1ik − −

(3) ，称之为模阶内参数修改(Update)，并按照模

拟退火基本算法更新所有待估计的参数值，并按照计算的相

应概率接受新参数值。 

( 1)ik −

2.2  问题描述 

考虑噪声中实正弦信号的 个样本点序列  

  

N ( ), 0,y i i =

, 1N − ,

+

π
π≤ ≤

, , ,
1

( ) cos( ) ( )
k

k j k j k j k
j

y i i n iψ ω φ
=

= +∑        (2) 

式中， k 表示正弦信号个数， ， ，

分别表示第

,k jψ , ,(0 2 )k j k jω ω≤ ≤

, ,(0 2 )k j k jφ φ j 个正弦信号的幅度、频率和

相位， 是均值为 0，方差为 的高斯白噪声。k ， ，

， ， 为未知参数。 

( )kn i 2
kσ ,k jψ

,k jω ,k jφ 2
kσ

令 ，由式(2)

可以得到 
, , , , , ,cos( ); sin( )k j k j k j k j k j k jg hψ φ ψ φ= = −

, , , ,
1

( ) { cos( ) sin( )} ( )
k

k j k j k j k j k
j

y i g i h i n iω ω
=

= +∑ +

⎤
⎥⎦

    (3) 

令 ， 。

令 为 的矩阵，如果

(0) ( 1)y y y NΤ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦ (0) ( 1)k kn n n NΤ ⎡= −⎢⎣
D 2n k× j 为奇数，D 的第 i 行第 j 列元

素为 ；反之,cos ( 1))k j iω ∗ −（ j 为偶数时， 的第 i 行第D j 列

元素为 a g  ,sin ( 1))k j iω ∗ −（ ， ,1 ,1 , ,[ ]k k k k k k kh g hΤ =

)k

kσ

这样，可以得到：      

k ky D a n= +                    (4) 

这里，未知的参数为 ， 。 2, , ,k k ka kω σ ,1 ,( , ,k k kω ω ω=
记 ，在这些参数已知的情况下，得到

似然函数： 

2( , , , )k k kk aθ ω=

( ) / 22
2

( ) (( | ) 2 exp
2

N k k k k
k k

y D a y D ap y θ πσ
σ

Τ− ⎡ ⎤− − −⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦

)

kθ

θ

   (5) 

根据最大似然准则，可以得到 的最大似然估计为 kθ
ˆ argmax ( | )

k
k p y

θ
θ =                (6) 

3  基于 TDSA 的多个正弦信号估计新方法 

3.1  用基本模拟退火算法求解个数已知的正弦信号问题 

在模型阶数一定的情况下(去掉以上各符号的下标),式

(6)可以等效为最小化目标函数 ；在温

度T ，可以得到对应模拟退火算法的 Boltzmann 分布为 

( ) log{ ( | )}f p yθ θ= −

1/( ) exp[log{ ( | )/ }] ( | ) T
Tb p y T p yθ θ∝ =       (7) 

由 1/ 2 /(2 )
2

( ) (
( | ) (2 ) exp

2
T N T y Da y Da

p y
T

θ πσ
σ

Τ
− ⎡ ⎤− − −⎢ ⎥= ⎢ ⎥⎣ ⎦

)  

及 Inverse Gamma 分布公式， 1~ IG( , )
( )

z z αα β
α

− −=
Γ

αβ
 

exp[ / ]zβ⋅ − ，得到 的条件分布: 2σ

2 ( ) (
| , , ~ IG 1,

2 2
N y Da y D

y a
T T

σ ω
Τ⎛ ⎞− − − ⎟⎜ ⎟−⎜ ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠

)a       (8) 

由 G a u s s i a n 分布公式，
1/ 2~ ( , ) 2z N μ π −=Σ Σ  

11exp ( ) ( )
2

z m z mΤ −⎛ ⎞⎟⎜− − − ⎟⎜ ⎟⎜⎝ ⎠Σ ， 令 0
0 2

D y
T

μ
σ

Τ Τ

= Σ
， 

1
0 2

D D
Tσ

− =Σ
Τ

Nω σ μ Σ

i −

)

，得到a 的条件分布: 

2
0 0| , , ~ ( , )a y               (9) 

从而在模型阶数一定的情况下(即正弦信号个数已知)情

况下，可以借助 SA 方法及 Gibbs 算法进行参数的最大似然

估计。即将模拟退火基本算法步骤 2 中状态的更新更改为依

次对ω ,a , 进行 Gibbs 采样(Gibbs 采样，即在每个循环中

不一次直接采样出整个向量，而是在已知其他分量上次循环

采样值的情况下对该向量的各个分量进行逐一采样，完成一

次循环。)。 

2σ

由于 为多维向量，对于 ω 的更新机制亦采用 Gibbs

采 样 ， 记 第 ) 次 循 环 采 样 得 到 的 为  

，那么在第 ( )次循环采样中，在依次采

样完ω 的第 1 至第

ω
( 1 ω ( 1)iω − =

( 1) ( 1)
1 2( i iω ω− − i

1j − 个分量的基础上，第 j 个分量的采样

建议分布为： ，其中   

。 

( ) ( ) 2( | , , )i i
j jp aω ω σ−

( )i
jω− =

( ) ( )
1 1( i i

jω ω −　
( 1)

1 )i
jω
−
+

对于 ω 的第 j 个分量的采样，采用 Mixture Metropolis 

Hastings(MMH)算法，即以概率λ 采用一种采样

建议分布函数，以概率1 采用另外一种采样建议分布函

(0 1)λ≤ ≤
λ−
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数。一种采样建议分布函数保证能够采样到全局最优解附近

的样本值，另外一种能够保证采样得到当前采样值附近更优

的采样值，两种采样方法描述为： 

(1) 尽管样本序列 的 DFT 不能直接估计信号的频率，

但其 DFT 模值的峰值对应的频率接近于信号的真实频率，

从而可以借鉴 DFT 用作频率采样建议分布函数。具体操作

为：取 y 的2N点DFT并取模，记为 ，

取Y 的前 N 个数据记为 ，然后进行累积求和，得到 。 

y

abs(DFT( ,2 ))Y y= ×N

)

0Y 0Z

0 0
1

( ) ( )
j

i

Z j Y j
=

=∑ ， ，由于 DFT 的结 0 0 0( ) ( )/ ( )Z j Z j Z N=

果中接近信号频率附近总能产生一个幅度较大的值，这样使

得映射到[0，1]区间的区域较宽，由于随机数是均匀分布的，

这样落入该区域的机率就大，从而可以以较大概率得到好的

采样点这样即可将 DFT 和随机函数结合起来作为采样建议

分布函数。 

(2) 由于样本序列 y 的点数(N )较小，而且由于噪声的

影响，上述采样方法只能得到全局最优解附近的样本值(由于

样本数较少，DFT 的分辨率所致)，因此可以借助随机移动

Metropolis Hastings(Metropolis Hastings Random Walk，

MHRW)算法在接近最优点的附近搜索最优值。具体操作为： 

记第 次迭代第( 1i − j 个信号的采样值为： ，那么第 ( )

次迭代第

( 1)i
jω
− i

j 个信号的采样值为： ，其中

为预先给定的方差值。 

( ) ( 1) 2~ ( , )i i
j j RNω ω σ−

W

D D yΤ − Τ=

2
RWσ

3.2   引入惩罚因子及最小二乘  

3.2.1  引入惩罚因子  传统上基于信息量准则的惩罚似然

模型阶数选择方法需要得到每一种可能模型对应的最大似

然估计，而当可能选择的模型数目较大时，计算量急剧增大。

需要考虑合适的模型阶数搜索方法。因此本文避免过学习

(over-fitting),参考信息量准则方法，在最大似然函数中引入

惩罚因子，即修改目标函数为 

( , ) log{ ( )}k k kf k L kθ θ= − +             (10) 

这样与目标函数对应的 Boltzmann 分布可以定义为 

( , ) exp{ ( , )/ }T k kb k f k Tθ θ∝ −            (11) 

这里模型阶数 的先验为： 。 k ( ) exp( / )p k k T∝ −

3.2.2 引入最小二乘  由于要对a , 进行采样，而实际中仅

仅关心的是频率及信号个数，因此 , 可以借助最小二乘

方法，从 Boltzmann 分布中去掉。由于在信号频率采样中限

制不会出现同一频率的信号，这样可以保证 可逆，根

据 最 小 二 乘 得 到 ： a D ，

2σ
a 2σ

k kD DΤ

1ˆ ( )k k k k ( )2ˆ 1k Nσ =  

ˆ( )k ky D a Τ⋅ − ˆ( )k ky D a− ，P I 。结合式

(5)及式(11)，可以得到  

1( )N k k k kD D D DΤ − Τ= −

/ 2 2( , ) ( ) exp
2

N
T k

k Nb k y Py
T

θ Τ − ⎛ + ⎟⎜∝ − ⎟⎜ ⎟⎜⎝
⎞
⎠          (12) 

因此将式(12)作为 Boltzmann 分布，不用再对a , 进行采

样。 

2σ

3.3  本文建议算法 

根据以上讨论，将已知正弦信号个数条件下的参数估计

问题的基本模拟退火算法移入跨维模拟退火算法的模阶内

参数修改步骤，给出温度下降方法 ， ，

从而可以得到本文建议的基于跨维模拟退火算法的求解个

数未知的正弦信号问题，算法步骤如下： 

1 0( , 1)iT g T i+ = + 2
RWσ

步骤 1  令 ，给出初始温度 ，模型阶数增

加、减少、不变的先验概率分别为 ， ， ，

且之和为 1；预先设置的最大和最小的模型阶数

给定初始信号个数 及 个正弦信号的初始值

，并利用最小二乘估计得到 及噪声方差的估

计 值 

0i = 0 0T >

birthP deathP updateP

max mink k和 ：

(0)k (0)k

(0)(0)kω (0)(0)ka

( )2
(0) (0)(0) (0) (0)

1 (0) (0)(0) ( (0) (0)) k kk k k y D ay D a
N

σ Τ −= − 。 

步骤 2  从均匀分布 采样得到随机数 ，如果(1) 

且 ，那么在 的取值范围内随机产生一

个新的频率，并计算相应的 Boltzmann 分布，计算相应的接

受概率，按式 (1)确定是否接受模型阶数的增加； (2) 

且 ，那么随机去掉一个

频率，并计算相应的 Boltzmann 分布，计算相应的接受概率，

按式(1)确定是否接受模型阶数的减小；(3)反之不满足(1)和

(2)，按照 3.1 节中 的采样机制更改参数。 

[0,1]U r

r ≤ birthP max( )k i k< ω

birth birth deathP r P P≤ ≤ + min( )k i k>

ω
步骤 3  如果在 下还未达到平衡状态(这里平衡状态

设定为连续多次迭代中信号个数保持不变)，则转到步骤 2； 
iT

步骤 4  如果 已经足够低，则结束；否则继续。 iT

步骤 5  根据温度下降方法计算新的温度 ；转到步

骤 2。 
1iT +

4  实验结果及分析 

考虑淹没在高斯白噪声中的 3 个正弦信号情况，观测序

列长度为：N=64，幅度分别为： 3,1 20ψ = ， 3,2 6.3246ψ = ，

3,3 20ψ = ，频率分 别 为： ，

，

3,1 2 0.2 1.2566ω π= × =

3,2 2 (0.2 1/64) 1.3548ω π= × + = ( )3,3 2 0.2 2/64ω π= × +  

1.4530= ，相位分别为： ， ， ，

定义信噪比为：

3,1 0φ = 3,2 /4φ π= 3,3 /3φ π=

( )( )2 2
3,110 lg 2μ ψ σ= ，模拟退火初始温度

为：  终止温度为： 。迭代次数为 ，

通过迭代次数确定温度下降函数为 
0 1;T = 0.1fT = 3000L =

0
0( ) fT T

T i T i
L
−

= +                (13) 

选定初始值 :   min max(0) 16; 1; 31;k k k= = = 2
RWσ =

2(1 250) ; 0.2λ = 。由于需要经过若干迭代后才能达到收敛，

状态达到稳态，达到稳态之前的数据，习惯称之为 Burn In.

从而可以利用这些收敛后的采样样本进行估计。在信噪比为

时，利用本文估计方法进行仿真，图 1 给出了一次实验

结果。其中图 1(a) 为迭代中模型阶数采样的结果，可见，

在迭代次数达到 1300 左右时，模型阶数已经达到了稳态，

5dB
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对应图 1(a)得到的模型阶数估计直方图如图 1(b)所示， 

 

图 1  信噪比为 5dB 时信号参数估计结果 

图 1(c)给出了迭代次数达到 2000 以后的信号频率估计值，

图 1(d)，1(e)，1(f)分别给出了图 1(c)中 3 种信号频率估计

结果的直方图(分辨率为 0.005)显示。由图 1(a)，1(b)可见，

本文在较低信噪情况下能够正确估计信号的个数；由图 1(c)

可以看出当信号频率的间隔非常小时，本文建议方法对信号

频率的分辨率较高，但是可以看到，当信号的幅度差别较大

时，对幅度较小的信号频率估计误差较大，而幅度相对较大

的信号误差较小，由图 1(d)，1(e)，1(f)可以看出，在达到

稳定态以后，信号频率的估计值基本在信号真实频率附近一

个非常小的范围波动。 

取状态达到稳态时的采样样本的均值作为最终估计值，

记第 次仿真运行信号频率估计结果为： 。

令信噪比从 0dB 变化到 20dB，每种情况下运行 50 次，按式

(14)估计均方误差。同时得到基于 RJMCMC 方法信噪比从

0dB变化到 20dB时的均方误差(两种方法在信噪比低于 4dB

时，信号个数的采样值并不能像图 1(a)那样收敛到 3，仍存

在一定的波动，但其直方图中对应 3 个信号的统计值仍远远

高于其他信号个数的统计值，取信号个数采样值为 3 时的频

率采样值)，两种方法的均方误差随信噪比变化的情况如图 2

所示。从结果可以看出，在信噪比低于 4d 时，RJMCMC 

m ( )
3,1? mω ( )

3,2? mω ( )
3,3ˆ mω

B

 
图 2  两种估计方法的均方误差随信噪比变化情况 

方法稍好于本文建议方法，其他情况本文方法与 RJMCMC

方法性能相当。 

由于本文算法用于信号个数及信号频率的联合估计，其

频率均方误差高于单独的信号频率估计问题时的均方误差，

另外，由于模拟退火算法需要一定的迭代次数才能达到问

题，算法的迭代次数较大，从而计算量较大。但是可以看到

本文算法所需样本点序列较短而且只需要序列的实部，从而

仅需简单的实数运算。 
50 3

( ) 2
3, 3,

1 1

1MSE (?
50

m
j j

m j

ω ω
= =

= −∑∑           (14) 

5  结束语 

本文基于跨维模拟退火算法提出了一种在高斯白噪声

中估计实正弦信号个数及频率的新方法。本文首先简单分析

了跨维模拟退火算法较之基本模拟退火算法的新理念，然后

得到最大似然估计信号参数的 Boltzmann 分布函数，在此基

础上，结合跨维模拟退火算法中引入惩罚因子和最小二乘，

得到了一种新的最大似然参数估计算法。但 TDSA 算法具有

SA 算法所共有的缺陷，即尽管可以保证使系统最终往全局

最优值的方向收敛，但如果初始值的选取会影响系统的收敛

速度；要综合考虑解的性能及算法速度等。但可以肯定跨维

模拟退火算法必将在模型阶数估计及参数估计领域发挥巨

大的作用。 
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