
第 29 卷第 1 期                             电  子  与  信  息  学  报                               Vol.29No.1 
2007年 1月                        Journal of Electronics & Information Technology                        Jan. 2007 

基于滑动窗与韧性函数的递归最小p范数滤波方法 

查代奉    邱天爽 
(大连理工大学电子与信息工程学院  大连 116024) 

摘  要：α 稳定分布可以更好地描述实际应用中所遇到的具有显著脉冲特性的随机信号和噪声。与其它统计模型

不同，α 稳定分布没有统一闭式的概率密度函数，其二阶及二阶以上统计量均不存在。针对系统中存在独立 噪

声与高斯噪声，该文基于 分布模型，提出了一种混合噪声环境下基于滑动窗与韧性函数自适应广义递归最小

p 范数滤波算法，并对算法进行了分析。计算机模拟和分析表明，这种算法是一种在 分布背景噪声条件下具

有良好鲁棒性的方法。 
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Adaptive Generalized Recursive Least p-Norm Filtering Algorithm  
Based on Minimum Dispersion Criterion 

Zha Dai-feng    Qiu Tian-shuang  
(School of Electronic and Information Engineering, Dalian University of Technology, Dalian 116024, China) 

Abstract: Alpha stable distribution, a generalization of Gaussian, is better for modeling impulsive noises than 
Gaussian distribution in signal processing. This class of process has no close form of probability density function 
and finite second order moments. In this paper, a new adaptive generalized recursive least p-norm filtering 
algorithm is proposed based on  noise model. The simulation experiments show that the proposed new 
algorithm is more robust than the conventional algorithm. 
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1  引言  

长期以来，囿于理论发展的限制，关于随机信号理论的

研究主要局限于高斯分布情况下的二阶统计量。然而，在诸

如水声、雷达、通信、语音信号和生物医学信号处理等领域

的实际应用中，许多随机信号是非高斯分布的。这样，将其

作为高斯分布的情况来分析和处理，常不能得到满意的结

果。α稳定分布 [1 是一种广义的高斯分布，其概念最先是

由利维(Levy)于 1925 年在研究广义中心极限定理时提出的。

α稳定分布的统计特性由其特征函数的 4 个参数来决定。概

率密度函数没有统一的封闭表达式，但它的特征函数存在统

一的形式 

3]−

 ( ) ( ) ( )[ ]{ }exp 1 sgn ,t j t t j t tαμ γ β ϖ α= − +αSΦ      (1) 

其中 ( )( , ) tan 2tϖ α απ= ( )，1α ≠ ( )( , ) 2 log  t tϖ α π=  

( )。α是特征指数 (0 ，控制着随机过程的脉冲

程度，α愈小脉冲性愈强； 是对称系数， 时表示对

称分布，记为 (Symmetry α-Stable distribution)， 是

分散系数(dispersion)； 为位置参数。当 时，α稳定

分布与正态分布完全相同。若随机信号的特征指数为α，则

只有阶数小于α阶的统计矩是有限的 。对于非高斯稳定

过程，当1 时，稳定过程{ ( 张成的线性空

1α = 2)α< ≤
β 0β =

αS S γ
μ 2α =

[1 3]−

2

                                                       
α≤ < ), }X t t T∈
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间 是 Banach 空间，并且当 0 时，只

是度量空间。这些空间对于线性估计问题不像 Hilbert 空间

那样具有好的特性和结构。 

( ( ), )L X t t T∈ α< <

在通信与雷达系统中，特别在多接入(MA)跳频扩谱

(FHSS)无线网络中，由于通道重复使用，每个终端均干扰着

由其他终端发射的信号，因此，多接入干扰(MAI)可用 予

以建模；同时，在发射与接收机的发热单元中，常同时存在

不可避免的内部热高斯噪声，因此，导致系统中存在独立

噪声与高斯噪声，即一种服从 分布的混合噪声(如

图 1 所示)。 分布不存在概率密度函数的封闭表达式，

但它的特征函数为 [4   

αS S

αS S αS SG

αS SG
5]−

( ) { }α α
2

S SG S Sexp Gt t αγ γ= − −Φ t          (2) 

其中 为 噪声的分散系数， 为高斯噪声的

分散系数， 为高斯噪声的方差， 分布记为

。 

αS Sγ αS S 2 /2G Gγ σ=
2
Gσ αS SG

αα S SS SG( , , )Gα γ γ

αS SG 分布与 分布有类似的性质 [4] ： αS S

(1)若 为一个特征指数为 的 分布随机变量， X α αS SG

 
图 1  SαSG 分布噪声 
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当 时其均值存在； 1α >

(2)当 时 分布为两个独立高斯变量之和； 2α = αS SG

(3)当 0 X< < ∞且 ，则 。 0 p α< < | |pE X < ∞

2  系统模型 

考虑如图 2 所示的系统辨识框图中设计一个具有平稳过

程 输入的自适应 FIR 滤波器，选择一个合适的权值w ，

使得滤波器的输出和期望的响应 尽可能地接近。图 2 中

输出的瞬时误差为 ，输入矢量  

，自适应权矢量  

， 表示转置，未知系统输出 ，

系统噪声 为 分布噪声( 1 )，期望信号

。 

( )kx
( )d n
T( ) ( ) ( )e k d k k= − x w x( )k =

T[ ( ), ( 1), , ( 1)]x k x k x k N− − + w 0 1[ , ,w w=
T

1, ]Nw −
T()⋅ T

opt( ) ( )y k k= x w

( )n k αS SG 2α< ≤

( ) ( ) ( )d k y k n k= +

 
图 2  系统辨识中的自适应 FIR 滤波器 

自适应滤波的目的是通过调整滤波器的系数来最小化

误差的函数，对于高斯与脉冲混合噪声下的自适应 FIR 滤波

问题，我们主要考虑的是对脉冲噪声的抑制与滤波。由于

LMS 准则需要输入数据的长期统计特性，而实际中，常依据

一组数据来对数据统计特性进行估计或近似。所以，使用最

小二乘(LS)方法如递归最小二乘(RLS)来求取最佳滤波系

数。传统的最小二乘(LS)(即 L2 范数)方法由于具有计算简单

而广泛用于数据建模，该方法以误差函数的 2 范数  LSJ =
2

1

| ( ) |
K

k

e k
=
∑ 为代价函数。 

由于系统噪声 为 分布噪声(1 )，使得

瞬时误差信号 不存在二阶和高阶统计

量(如方差、协方差、自相关、高阶矩、高阶累积量等)，只

存在 的分数低阶统计量。因此，许多传统的基于

二阶、高阶统计量的阵列信号处理方法就不再适用。在处理

这类噪声时，原来基于最小均方误差(LMS)准则的滤波算法

不再是最优算法。 

( )n k αS SG 2

<

α< ≤
T( ) ( ) ( )e k d k k= − x w

2p α< ≤

自从α稳定分布引入信号处理领域以来，出现了许多自

适应滤波算法，其中大部分是基于最小离差准则(MD)的， 

Shao 与 Nikias 最早提出了最小平均 p 范数自适应滤波算 

法[1,2]，可以看成LMS算法的推广，最小平均p范数估计方法已

经广泛用于α稳定分布信号处理中。 

对于稳定分布过程，文献中常用最小 p 范数(即 范数)

估计方法进行信号滤波与模型估计 ，即使误差的 范数最

小，可以认为最小 p 范数方法是最小二乘(LS)的推广，该 

pL
[6]

pL

方法以误差函数的 p 范数： 

LP
1

| ( ) | , 1
K

p

k

J e k p α
=

= <∑             (3) 

为代价函数，在此函数下的最小 p 范数优化问题的解法有递

归最小 p 范数 ( R L P )方法与迭代重加权最小二 [2,7 ]

乘 [8 (IRLS)方法。递归最小 p 范数(RLP)方法在稳定分布

噪声下对滤波器的性能较递归最小二乘(RLS)有显著提高。 

,9]

本文将在 RLP 算法基础上提出一种基于数据加窗与新

代价函数的鲁棒性递归滤波方法。 

3  加窗递归最小 p 范数滤波算法                       

为进一步提高估计器的鲁棒性，抑制 分布噪声，

我们提出了如下一种基于数据加窗的代价函数： 

αS SG

1

T

1

( ) ( ( ))

( ( ) ( ) ( )) (4)

K
K k

k K L
K

K k

k K L

J K e k

d k k K

λ ρ

λ ρ

−

= − +

−

= − +

=

= −

∑

∑ x w
 

其中 ，1 ，L 为数据窗长度，

，引入加权因子 是为了赋予老数据与新数据

以不同的权值使滤波器具有对输入过程特性变化的快速反

映能力。将代价函数对 求偏导并等于 0，有 

( ( )) (1/ ) | ( ) |pe k p e kρ = p α< <

0 < 1λ ≤ K kλ −

( )Kw

1 1

1

1

( ( )) ( ( )) ( )
( ) ( ) ( )

( ( ))( ( ))
( )

( ( )) 1 ( ) ( )
( ) ( )

0

K K
K k K k

k K L k K L
K

K k

k K L
K

K k

k K L

e k e k e k
K e k

e k k
e k

e k e k k
e k e k

ρ ρλ λ

ρλ

ρλ

− −

= − + = − +

−

= − +

−

= − +

∂ ∂ ∂= ⋅
∂ ∂ ∂

∂= −
∂
∂= −
∂

=

∑ ∑

∑

∑

w w

x

x

K

kλ − −

= − +
= ∑R x ( )K =P

)

  

则有 

2

1

2 T

1

| ( ) | ( ) ( )

| ( ) | ( ( ) ( ) ( )) ( ) 0 (5)

K
K k p

k K L
K

K k p

k K L

e k e k k

e k d k k K k

λ

λ

− −

= − +

− −

= − +
= − =

∑

∑

x

x w x
 

2

1

2 T

1

| ( ) | ( ) ( )

| ( ) | ( ) ( ) ( ) (6)

K
K k p

k K L
K

K k p

k K L

e k d k k

e k k k K

λ

λ

− −

= − +

− −

= − +
=

∑

∑

x

x x w
 

令 ，  2 T

1

( ) | ( ) | ( ) ( )
K

K k p

k K L

K e k kx

2

1

| ( ) | ( ) ( )
K

K k p

k K L

e k d k kλ − −

= − +
∑ x ，有 及如 ( ) ( ) ( )K K K=R w P

下关系式： 
1

1 2 T

1

2 T

2 T

( ) | ( ) | ( ) ( )

| ( ) | ( ) ( )

( 1) | ( ) | ( ) ( ) (7

K
K k p

k K L

p

p

K e k k k

e K K K

K e K K K

λ λ

λ

−
− − −

= − +
−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

+

= − +

∑R x x

x x

R x x

 

1
1 2

1

2

2

( ) | ( ) | ( ) ( )

| ( ) | ( ) ( )

( 1) | ( ) | ( ) ( ) (8

K
K k p

k K L

p

p

K e k d k k

e K d K K

K e K d K K

λ λ

λ

−
− − −

= − +
−

− )

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

+

= − +

∑P x

x

P x

 

由上述等式可求得： 
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2 1

T

( ) ( 1) | ( ) | ( )

( )[ ( ) ( 1) ( )]

pK K e K K

K d K K K

− −= − +

⋅ − −

w w R

x w x
 

或者 
2 1 1

T

( ) ( 1) | ( ) | ( 1)

( )[ ( ) ( ) ( )]

pK K e K K

K d K K K

λ− − −= − + −

⋅ −

w w R

x w x
 

由矩阵求逆引理 ： [10]

  
T 1

T 1 1
T 1( )

1
A

A A I
A

μμ
μ

−
− −

−

⎛ ⎞⎟⎜ ⎟+ = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ +⎝ ⎠
xyxy

y x
 

令 ， ，求得 ( 1)K Aλ − =R ( )K= =x y x

1 1 T 11 1( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)K K K K K
λ λ

− − −= − − −R R K x R     (9) 

其中增益向量
2 1

2 T 1
| ( ) | ( 1) ( )

( )
| ( ) | ( ) ( 1) ( )

p

p
e K K KK

e K K K Kλ

− −

− −
−=

+ −
R xK

x R x
可写为 

2 1( ) | ( ) | ( 1) ( )pK e K K K− −= −K R x          (10) 

所以 
1

1 1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( 1) ( ) | ( ) | ( ) ( ) (11)p

K K K

K K K e K d K Kλ

−

− − −

=

= − +

w R P

R P R x

最后得到加窗递归最小 p 范数(SW-RLP)滤波算法的权值修

正式： 

 { }T( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )K K d K K K= − + − −w w x w K K

−

   (12) 

其中 为先验估计误差。 T( ) ( ) ( ) ( 1)b K d K K K= − x w

4  SW-RLP 算法的鲁棒性改进 

在二阶统计算法中，为提高估计器的鲁棒性更好地抑制

脉冲噪声，Huber 曾提出过一种分段代价函数 [7 ： ]

  

2

Huber
2

1 | ( ) | , | ( ) |
2

| ( ) | /2 , | ( ) |
k

k

e k e k h
J

h e k h e k h

⎧⎪⎪ ≤⎪⎪⎪= ⎨⎪ ⎡ ⎤⎪ − >⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎪⎪⎩

∑
∑

       (13) 

其中 为控制参数。相应地，为进一步提高 SW-RLP 算

法的鲁棒性，抑制 分布脉冲噪声，我们相应地提出如

下一种分段 函数与 函数： 

0h >

αS SG

( ( ))e kρ ( ( ))q e k

1

1
1 1 1

1
1 2 1 2

1 | ( ) | , | ( ) |

2 1
( ( )) | ( ) | , | ( ) |

2 1
, | ( ) |

p

p p

p p

e k e k
p

e k e k e k
p p

e k
p p

ρ −

−

⎧⎪⎪ ≤ Δ⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪= Δ − Δ Δ < < Δ⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪ Δ Δ − Δ Δ ≤⎪⎪⎪⎩

2  (14) 

2
1

3
1 1 2

2

( ( )) 1
( ( ))

( ) ( )

| ( ) | , | ( ) |

2( 1)
| ( ) | , | ( ) | (15)

0, ( )

p

p

e k
q e k

e k e k

e k e k

p
e k e k

p
e k

ρ

−

−

∂=
∂

⎧⎪ ≤ Δ⎪⎪⎪⎪ −⎪= Δ Δ < < Δ⎨⎪⎪⎪⎪⎪ Δ ≤⎪⎩

 

其中 ， ， 为阈值参数，图 3 表示不同算法

的 函数与 函数，最后推导得到 SW-RLP 滤波

算法的鲁棒性算法(R-SW-RLP 算法)权值迭代式： 

1 p α< < 1Δ 2Δ
( ( ))e kρ ( ( ))q e k

{ }T

1

T 1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)

( ( )) ( 1) ( )
( ( )) ( ) ( 1) ( )

K K d K K K

q e K K K
q e K K K Kλ

−

−

= − + − −

−⋅
+ −

w w x w

R x
x R x

 

1
1 1

T 1

T 1

1 1 ( ( )) ( 1) ( )( ) ( 1)
( ( )) ( ) ( 1) ( )

( ) ( 1)

q e K K KK K
q e K K K K

K K

λ λ λ

−
− −

−

−

−= − −
+ −

⋅ −

R xR R
x R x

x R

 
图 3  不同算法的ρ(e(k))函数(a)和 q(e(k))函数(b) 

阈值参数 1Δ 和 2Δ 的选择影响着 R-SW-RLP 算法的性

能。尽管后验估计误差 的分布一般并不知道，但文献 ( )e K

[11]提出通过估计假定不含脉冲噪声的误差的方差 ，能检

测并拒绝 中的脉冲噪声，同时提出了如下一个基于阈值

方程： 

σ̂

( )e K

T

{ }
ˆ( 2 ) 2

rob 0

2
| ( ) | 1 exp( )d

T

T P e K T x
σ

θ
π

= > = − −∫ x

]

  (16) 

不难知道，若给定 和 ， | ( 落在 区间与

的置信度分别为 与 ，因此由式(16)

可求得对应的 与 。而对于本文的后验估计误差 ，

由于其方差 并不存在，对非高斯 稳定随机变量，其位置

参数为 0，分散系数为 ，在T 较大时有 [3  

1
θΔ 2

θΔ ) |e K 1 2[ ,Δ Δ

1[ , )Δ +∞
1

1 θΔ−
2

1 θΔ−

1Δ 2Δ ( )e K

σ̂ α

γ ]

{ } { } 1

rob 0
| ( ) | sin( )dP e K T x x x Tα αγ

−∞ − −> = ∫     (17) 

根据给定的 与 ，由式(17)可求得对应的 与
1

θΔ 2
θΔ 1Δ 2Δ 。 

5  误差与权值的渐近特性 

为方便讨论，我们特做以下假设：  

(1)输入信号为零均值、平稳遍历过程，即 { } 0( )E k =x ；

(2)系统噪声 为 分布噪声 ( )，且( )n k αS SG 1 α< ≤ 2

{ }( )E n k =0；(3) ， 和 相互统计独立。 ( )kx ( )n k ( )kw

对后验估计误差： 
T

T
opt

T

( ) ( ) ( ) ( )

[ ( )] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) (18)

e K d K K K

K K n K

K K n K

= −

= − +

= +

x w

w w x

v x

 

其中 为权值误差矢量，有 opt( ) ( )K = −v w w K

{ } { } { }T( ) ( ) ( ) ( )E e K E K K E n K= +v x         (19) 

因此， { } { } { }T( ) ( ) ( ) 0E e K E K E K= ⋅ =v x ，同理，对先验

估 计 误 差 有T( ) ( 1) ( ) ( )b K K K n K= − +v x { }( )E b K =  
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{ } { }T( 1) ( ) ( )E K K E n K− + =v x 0

n kw

K

⎠

K

⎟⎢⎜ ⎟= − ⎜ ⎟⎢⎜ ⎟⎟⎜⎝⎢⎣
⎤
⎥⋅ ⎥
⎦

∑

∑

v x x

x

。 

由 ，

，有 

( )T
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1

( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )
K

K k

k K L

K q e k k kλ −

= − +
= +∑P x x

1( ) ( ) ( )K K−=w R P
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1
T

1

T
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1
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( ( )) ( ) ( ) ( ) (20)

K
K k

k K L

K
K k

k K L
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K
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    利用权值误差矢量 和先验估计误差

重写上式为 
opt( ) ( )K = −v w w

{ } { }

{ }

1
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1

1
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由 于 当 K 足 够 大 时 { }T( ) ( )E k k ≈x x  

T

1 1

( ) ( )
K K

K k K k

k K L k K L

k kλ −

= − + = − +
∑ x x λ −∑ ( 文 献 [ 1 2 ] ) ， 

{ }T

1

( ( )) ( ) ( )
K

K k

k K L

q e k k kλ −

= − +
∑ x x 可由 { }T( ( )) ( ) ( )E q e k k k ⋅Λx x  

近似表示， 为归一化因子。 
1

K
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k K L
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= − +
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当 足够大时，有 K
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Λ
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1 1T T
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    当 时，K → +∞ { }lim ( ) 0
K

E K
→∞

=v ，即 

{ }lim ( )
K

E K
→∞

=w optw  

6  仿真结果 

考虑如图 2 所示框图中设计一个具有平稳过程 输

入的自适应 FIR 滤波器的设计，选择一个最佳权值

，输入信号为长度为 10000 的序列

sin((1:10000)/10); 混合噪声为特征指数为 ，分散系

数 分 别 为 1 与 0.5 的 分 布 噪 声 , 即

~ ，参数 。 

( )kx

T
opt [1,2, 3, 4,5, 4, 3,2,1]=w

1.8α =

αS S G,γ γ

( )n k αS SG(1.8,1,1/2)

αS SG

1.6p =

实验 1   若分别设置 与 ，

利用 SW-RLP 与 RLP 算法进行独立实验，得到 SW-RLP

与 RLP 算法的权值误差矢量的范数收敛曲线如图 4 所示。

图 4(a)，4(b)两图中 SW-RLP 的迭代次数少于 RLP 算法达

10 次。可以看出 SW-RLP 算法由于加窗作用从而使得滤波

器系数权值的收敛速度有提高。 

2, 0.8L λ= = 5, 0.8L λ= =

 
图 4   SW-RLP 与 RLP 算法的收敛曲线 

实验 2  再分别设置 与 ，

利用 R-SW-RLP 和 SW-RLP 算法进行独立实验，得到

R-SW-RLP和 SW-RLP算法的收敛曲线如图 5所示。图 5(a)

中 R-SW- RLP 的迭代次数少于 SW-RLP 算法 2 次。图 5(b)

中 R-SW-RLP 的迭代次数少于 SW-RLP 算法达 6 次。可以

看出 R-SW-RLP 算法由于采用韧性函数 使得收敛速

度有提高。 

2, 0.9L λ= = 15, 0.9L λ= =

( ( ))e kρ

 
图 5  R-SW-RLP 与 SW-RLP 算法的收敛曲线 

实验 3  设置 ，利用 R-SW-RLP，

SW-RLP 和 RLP 算法进行独立实验，收敛后利用得到的权

值进行频响估计，得到算法的幅频响应与相频响应曲线如图

6 所示，可以看出 R-SW-RLP 算法的幅频响应和相频响应曲

线与已知系统的频响曲线最接近。 

10, 0.9L λ= =

 
图 6 算法的幅频和相频响应曲线 
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7   结束语 

α稳定分布 可以更好地描述实际应用中所遇到的

具有显著脉冲特性的随机信号和噪声。与其它统计模型不

同，α稳定分布没有统一闭式的概率密度函数，其二阶及二

阶以上统计量均不存在。针对系统中存在独立 噪声与高

斯噪声，本文基于 分布模型，提出了一种混合噪声环

境下的基于滑动窗与韧性函数的自适应韧性加窗递归最小 p

范数滤波算法。计算机模拟表明，这种算法是一种在 分

布背景噪声条件下具有良好韧性的方法。 

[1 3,13]−

αS S

αS SG

αS SG
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