
第 29 卷第 1 期                             电  子  与  信  息  学  报                               Vol.29No.1 
2007年 1月                        Journal of Electronics & Information Technology                       Jan. 2007 

多维超 Bent 函数的构造 
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摘 要： 有限域 上的超Bent函数是与F
2mpF p上所有m序列的距离都达到最大的函数，该文研究了 上超Bent

函数与GF
22 mF

2m(2)上Bent函数之间的关系，对一类超Bent函数的性质作了深入细致的刻画，给出了有限域 上多维

超Bent函数的两种构造方法． 
2mpF
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Abstract: Hyper Bent functions achieve the maximal minimum distance to all the m sequences．In this paper, 
the relationship between the hyper Bent function on 22 mF  and the Bent function on GF2m(2) is studied and two 
methods for constructing vectorial hyper Bent functions on  are proposed as well． 
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1  引言  

有限域上超Bent函数[1]的概念是由龚光等学者在 2001
年欧密会上提出的，超Bent函数不仅像Bent函数那样能抵抗

线性密码分析和差分密码分析，而且用任意的置换单项式去

逼近它也都无济于事。文献[2]的实验结果表明，美国数据加

密标准DES的S盒中所用到的函数与各置换单项式的距离接

近相等，这说明超Bent函数在密码中的确有着重要的应用。

最近Carlet又把超Bent函数用于循环码的研究中[3]。 
该文将特征为 2的有限域上超Bent函数的概念推广到特

征为p的有限域上，研究了 上超Bent函数与GF22 mF 2m(2)上
Bent函数之间的关系，对一类超Bent函数的性质作了深入细

致的研究，给出了利用素域Fp上m维向量空间上任意一个置

换构造有限域 上的m维超Bent函数的方法。由于素域上

m维向量空间上的置换比比皆是，所以这种构造容易实现。 
2mpF

2  上Bent函数与GF22 mF 2m(2)上Bent之间的关系 

定义 1  设p是素数，m是正整数，u是p次本原单位根，

F是有p2m个元素的有限域，即 ， ，

。如果对任意给定的 及所有的

，其扩展Chrestenston循环谱 的模都为 ，

即 

2mpF F= /( )K Z p=
:f F K→ 2gcd( 1, ) 1mp c− =

w F∈ ( )( , )fS w c mp−

( ) Tr( )2
( )( , )

cf x wxm m
f

x K

S w c p u p−− −

∈
= =∑      (1) 

则称 f(x)为超 Bent 函数。 
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特别地，在定义 1 中若将 p 取为 2，就得到龚光等在文

献[2]中所给出的超 Bent 函数。 
由超 Bent 函数的定义不难证明若 是超 Bent 函数，

则 也是超 Bent 函数，即超 Bent 函数

具有仿射不变性。 

( )f x
2 2( ),  0kf x k pα −≤ ≤

下面给出与 相对应的GF(2)的 2m维向量空间

GF
22 mF

2m(2)上Bent函数的定义。 

定义 2[4]  设 ，如果对任意给定的

，都有：

则称f(x)为Bent函数。 

: 2GF (2) GF(2)mf →
2GF (2)mw ∈

2

( )
( )

GF (2)

( ) ( 1) 2 ,
m

f x w x m
f

x

S w
+ ⋅ −

∈

= − = ±∑

引理 1[5]  设F是有限域K的有限扩张，同时也将其视为

K上的向量空间。则从F到K的所有线性变换恰好是所有迹函

数 ， 的全体，且 当且仅当

。因此 ， 与向量空间 上的线性

函数w x 一一对应。即对于任意的 ，都有

，使得对于任意的 都有  

。 

( ) Tr( )L x xβ β= Fβ ∈
1 2L Lβ β≠

1 2 ( )L xβ Fβ ∈ nF K=
Fβ ∈

nw Kβ ∈ nx F K∈ = ( )L cxβ =

w xβ ⋅

引理 2[6]  设w∈F
2n\{0}，f(x)= xc是一个置换，则

deg(Tr(wxc))=WH(c)。其中deg(·)表示函数Tr(wxc)的代数次

数，W
H
 (c)表示c的汉明重量。 

定理 3  设 n 为偶数，有限域 上的一个超 Bent 函数

与GF 上的一个 Bent 函数唯一对应。 
2nF

(2)n

证明  由引理 1 知道， 恰好

是向量空间 上所有线性函数 { ,  

的全体，又由引理 2 知当c取遍与 2

， 2 2{Tr( ) | }n nx x F Fβ β∈ ∈
GF (2)n GF (2)nw x x⋅ ∈

GF (2)}nw ∈ n-1 互素的
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自然数时， 还包含一些非线性函数，

从而 

:{Tr( ), }cwx x F w F∈ ∈

{Tr( ), : ,gcd( 1, ) 1}

{ , : }

c n

n n

wx x F w F p c

wx x K w K

∈ ∈ − =

⊃ ∈ ∈      (2) 

因超 Bent 函数与式(2)左侧集合中的函数距离都相等，

自然与式(2)右侧集合中的函数距离也都相等，故超 Bent 函

数要求的条件比 Bent 函数强，超 Bent 函数一定是 Bent 函

数。 
由于目前对 上 Bent 函数的研究有了比较丰富的

结果，由定理 3，有限域 上的一个超 Bent 函数与GF

上的一个 Bent 函数唯一对应，所以可以在已知的 Bent 函数

中寻找超 Bent 函数，这也是超 Bent 函数的构造方法之一，

运用这种方法，我们就找到了 上所有超 Bent 函数(共 56

个)，参见附录。(注：附录中每个函数取反后仍然是超 Bent

函数) 

GF (2)n

2nF (2)n

42F

3   有限域上超 Bent 函数的构造 

3.1  有限域上超 Bent 函数的构造定理 

文献[7，8]中给出了如下广义 Bent 函数的构造法，作者

在研究中发现这类函数不仅是广义 Bent 函数，还是超 Bent

函数。 
定理 2  设p是一个素数，α 是 中的本原元，

是 的子域，那么

的 陪 集 ，  

两两不同，且 ，将除了H

2mpF F=
1 1 2 2{1, ,( ) , ,( 1}

m m m
m

p p p
pF α α+ + − −=

F

1m−

)

)

12

13

14

H= ∪ 1 3= ∪

0A

H Fα •= F→

1( ) 0f H = 3( )f H =

)
mpα npF

0 \ {0}m mp pH F F•= = m
i

i pH Fα •= ⊂ 0,1,i =

, mp
0

\ {0}
mp

i
i

H F
=

=∪ 0之外的其他

所有陪集所作成的集合 任意平均分成p组，

每组中有 个 ，将每组中所有陪集的并集按照顺序分

别记为 ，即 

1 2{ , , , }mPH H H
1mp −

iH

0 1 1, , , PA A A −

10 1 2 ms s spA H H H −= ∪ ∪ ∪  

1 11 1 2 2m mssp p s pA H H H− −+ += ∪ ∪ ∪  

               
1 11 1 2 mm m m mp s spsp p p pA H H H− −− − + − += ∪ ∪ ∪  

其中 是1, 的一个全排列。那么函数 1, 2, , ms s sp , mp

：
0 00,  

, ( )
,  , 1,2, , 1

n pp
k

x H A
f F F f x

k x A k p

⎧ ∈ ∪⎪⎪⎪→ = ⎨⎪ ∈ = −⎪⎪⎩
  (3) 

是 上的超 Bent 函数。 npF

定理 2 的证明类似于文献[1]中定理 1，略。 
定理 2 所给出的方法在表面上看来十分复杂，既要把 F

分成陪集，又要把各陪集进行分类。深入分析一下它的构造

思路，就容易理解了：分成陪集的目的就是要把 分成若

干个不相交的集合，将这些陪集平均分成 p 组，给每组分别

赋予不同的函数值便构造了 上的一个超 Bent 函数。特别

地，当 p=2 时，就是让 ， 的值固定为 0，而

,…, 的值一半取 0，一半取 1。 

npF

npF

(0)f 2( mf F •

2( )mf Fα • 2
2(

m
mf Fα •

下面是两个根据定理 2 所构造的超 Bent 函数的例子。 

例 1  时， ，生

成多项式为 ， 是 上的本原元，则

, 是其生成元。令 

4, 2, 2n m p= = = 14
16 {0,1, , , }F α α=

4 1 0x x+ + = α 16F
5 10

4 {0,1, , }F α α= 5α
5 10

0 4 {1, , }H F α α•= =  
6 11

1 4 { , , }H Fα α α α•= =  
2 2 7

2 4 { , , }H Fα α α α•= =  
3 3 8

3 4 { , , }H Fα α α α•= =  
4 4 9

4 4 { , , }H Fα α α α•= =  

将陪集 分成 2 组：A H ，A H  
。 

1 2 3 4, , ,H H H H 0 1 2

4H
如下定义函数 

0
16 2

1

0,   {0}
: , ( )

1,   

x H
f F F f x

x A

⎧ ∈ ∪ ∪⎪⎪⎪→ = ⎨⎪ ∈⎪⎪⎩
   (4) 

则f满足定理 2 的条件，所以f是F16上的超Bent函数。 

若转化为布尔函数，则  。

易见它是GF
1 2 1 3 3 4( )f x x x x x x x= + + 4x+

4(2)上的Bent函数。 
例 2  ，生成多项式为x2 3 7

9 {0,1, , , , , }F F α α α α= = 2 

+x+2=0， ， ， ，

， 。定义函数 f F ，使得：

， ， ， 2 。

则f满足定理 2 的条件，是F

4
3 3 \ {0} {1, }F F α• = = 0 3H F •= 1 3H Fα •=

2
2 3H Fα •= 3

3 3 : 9 3

0(0) ( ) 0f f H= = 2( ) 1f H =

9上的超Bent函数。具体地，

， ，f在F中其他各点处

函数值为 0。经计算得其多项式表示为  
。 

2 6( ) ( ) 1f fα α= = 3 7( ) ( ) 2f fα α= =

1 2 1 2( , ) ,f x x x x=
2

1 2 3( , )x x F∈
3.2  定理 2 中所构造函数的取值分布 

下面来考察定理 2 中超 Bent 函数 f 的取值分布：首先函

数值为 0 的点的个数为 

0 0

1

| { : ( ) 0} | 1 | | | |

                           =(1 )( 1) 1

np

m m

x F f x H A

p p−

∈ = = + +

+ − +
 

其次，函数值为 k 的点的个数为 
1| | ( 1), 1,m m

kA p p k−= − = , 1p −

+

)

  

3.3  定理 2 中所构造函数值序列的周期性 
定理 2 将有限域 中的元素划分成 个陪集，所

定义的 f 在每个陪集内部所有元素的函数值都相同。 
npF 1mp +

因为各陪集形如  
，保证了凡是相差 的 的整数倍方幂的

元素必落在同一个陪集 ， 中，从而它们在映

射f下的像相等，可见若将函数值按照自变量x的根表示中

的升幂排列，那么，函数值序列具有周期性，且其周期至多

是p

， 1 2( 1){1 , , ,
m m

m
k k p p

k pH Fα α α α• += =
( 2)( 1)}

m mp pα − + α 1mp +

iH 0 mi p≤ ≤
α

m+1。因为必定存在两个序号相邻的陪集的像不同，即

f(Hi)=f(Hi+1)，若不然，则函数变成常值函数。即有某 中

的最后一个元素 的像与其后面的连续

个元素的像都不相同，故函数的周期不小于p

iH
( 2)( 1m mi p pα + − + 1mp −

m，因而函数值

序列的周期是pm+1。 

4  有限域上多维超 Bent 函数的构造 

定义 3  每个分量以及各分量的所有非零线性组合都是

超 Bent 函数的多输出函数称为多维超 Bent 函数，m 个输出
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时称为 m 维超 Bent 函数。 

本节分别运用有限域上 Bent 函数与相应的素域的向量

空间上 Bent函数之间的关系和定理 2 给出了多维超 Bent 函

数的两种构造方法： 

4.1  从多维 Bent 函数中寻找多维超 Bent 函数 
因有限域 上的一个超Bent函数与GF22 mF 2m(2)上的一个

Bent函数唯一对应。 上一组多维超Bent函数与GF22 mF 2m(2)

上多维Bent函数相对应，由于目前我们已经掌握了Bent函数

的一些构造方法，并且对于变元个数较少的Bent函数的结构

已经清楚，所以可在已知的多维Bent函数中寻找多维超Bent

函数。用此方法，我们找到了F16上所有二维超Bent函数，其

中  便

是一例。 
1 3 2 4 3 4 2 3 1 2 1 4( ,  x x x x x x x x x x x x+ + + + + 2 3 2)x x x+ +

i

4.2  依据定理 2 构造多维超 Bent 函数 
定理 3  设 和 如定理 2 定义，则  

是 m 维超 Bent 函数的充分必要条件是

是 上的置换，这种形式的 m 维超 Bent

函数共 个。 

if if
ϕ 1 2( ( ), ( ), ,f x f x

( )),mf x mpx F∈

1 2
( , , , )

mf f fϕ ϕ ϕ m
pZ

!mp

证明  函数f是形如定理 2 中所构造的超Bent函数的充

要条件是f在同一集 iA
i
, i=0, 1,…, 内各点处的函数值

相等，且对不同的i，f取不同的值。这里A

1p −

i是把陪集集合{H1, 

H2,…, Hp
m}中元素p“等分”后，取各等份中陪集的并集而

得。也就是说若记 为 中元素共同的

像，则f是超Bent函数当且仅当 

( )f iHϕ , 1,2, , m
iH i p=

1 2: { , , , } , ( ),mf p ipH H H F H f x x Hϕ → ∈      (5)
 
 

是一个平衡函数。于是构造一个这种形式的超Bent函数的问

题就等价于构造定义域内有pm个元素的一个p值平衡逻辑函

数 的问题。为了构造各分量都形如定理 2 中f的多维超

Bent函数，只须保证各分量相应的按照式(5)所定义的函数

的任意非 0 线性组合都平衡即可，于是构造m维超Bent

函数的问题便被转化为构造一个 到其自身的平衡逻辑函

数的问题。一般地，若想构造有限域 上的k（

fϕ

if
ϕ

mpF

npF 2
nk m≤ = ）

维向量广义Bent函数 ， ，只须构造一组

具有均匀分布的向量逻辑函数 )k ，再令 1，

,…, ，最后按照式(5)中的法则所求得的

就是有限域 上k(

1 2( , , , )kf f f k m≤

1 2( , , ,ϕ ϕ ϕ fϕ ϕ=

k

1

2 2fϕ ϕ=
kf

ϕ ϕ=

1 2( , , , )kf f f npF 2
nk m≤ = )维向量广义

Bent函数。因 上共pm
pZ m!个置换，所以这种形式的m维超

Bent函数共有 个。 !mp

下面是构造多维超 Bent 函数的两个例子： 

例 3  设 同例 1，定义  , 0, 1, 2, 3, 4iH i = 1 2 16 2, :f f F F→
i       f

1        f2
1       0        0 
2       0        1 
3       1        0 
4       1        1 

此表最左侧一栏表示陪集的序号，中间一栏表示各Hi，

i=1，2，3，4 中元素在映射f1下共同的像，右侧一栏表示各

Hi中元素在映射f2下共同的像，由于这是GF(2)上二维向量空

间中元素的一个排列，所以此两列的任意非 0 线性和都平衡。

再定义f1和f2在 0 点及H0内各点处的函数值为 0，则f1、f2、f1+ 

f2都满足定理 2 的条件，因而它们都是超Bent函数，故得F16

上二维超Bent函数 (f1， f2)。若转化为布尔函数，则有

，  

，易见(f
1 1 2 1 3 3 4( )f x x x x x x x x= + + + 4 +

x x+ +
2 3 79{0,1, , , , , }F α α α α=

3 2 2 2 0x x x+ + + =

9F

2
1 4

2

2 1 4 2 4( )f x x x x x= +

2 3x x 3 4 1，f2)是GF4(2)上二维Bent函数。 

例 4  ，生成多项式为  

，则  

， ， ， ，  ，…，

。如下定义函数f

81
4x +

10 20 30
9 9 \ {0} {1, , , , ,F F α α α• = =

70}α 0 9H F= 1 9H Fα •= 2
2 9H Fα •= 3H = 3

9Fα •

9
9H α •= 1，f2： 

… i        f1        f2
1        0        0 
2        0        1 
3        0        2 
4        1        0 
5        1        1 
6        1        2 
7        2        0 
8        2        1 
9        2        2 

上述表格的意义同例 3。因为此表的右侧两列是 中元

素的全排列，再定义 和 在 0 点及 内各点处的函数值

为 0，则f

2
3F

1f 2f 0H

2、f1+f2、f1+2f2都满足定理 2 的条件，因而它们都

是超Bent函数，所以 是F1 2( , )f f 81上的 2 维超Bent函数。设

，则 的多项式表示分别为： 4
1 2 3 4 3( , , , )x x x x x F= ∈ 1 2( , )f f

2
1 1 1 2 1 3 1 4 2 3 2 4 3 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 3 1 4 2 3 4 3 1 2 3 1 2 4

2 2 2 2 2
1 3 4 2 3 4 2 3 4 1 3 4 2 3 4

1 2 3 4

( ) 2 2 2 2

         2 2

         2

         2

f x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x

x x x x

= + + + + + +

+ + + + + +

+ + + + +

+

 

2 2 2
2 1 2 1 4 2 3 3 4 3 4

2 2 2 2 2 2
3 4 1 2 3 1 2 4 1 3 4 1 2 3

2 2 2 2
2 3 4 1 2 3 2 3 4 1 2 4 1 3 4

2
2 3 4

( ) 2 2 2 2

         2 2 2

         2 2

         

f x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x

x x x

= + + + + + +

+ + + + +

+ + + + +

+

 

4.3  定理 3 中所构造的多维超 Bent 函数维数的上界： 

定义 4[8]  设 ： ， 是 值逻辑函数，

若存在 上的 p 值逻辑函数 ，使得对任意的 ，

都有

( )f x n
p pZ Z→ n

px Z∈ p
m
pZ ( )g y n

pw Z∈

( )2
( )( )

n
g w

fS w p u
−

= ，则称 为正则的。 ( )f x

计算表明根据定理 2、定理 3 所构造的函数的

Chrestenston 循环谱形如 ，故这类函数是正则

的广义 Bent 函数，由文献[8]中的定理 3.2 知如此构造的 2m

元多维广义 Bent 函数的维数不超过 m，又关于 m 个变元平

衡的多维逻辑函数维数可达到 m(m 元置换就是这样一个例

子)，所以定理 3 所构造多维广义 Bent 函数的维数达到了最

,m k
pp u k Z− ∈
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高。 

5  结束语 

本文将特征为 2的有限域上超Bent函数的概念推广到特

征为p的有限域上，研究了 上超Bent函数与GF2nF 2m(2)上

Bent函数之间的关系，给出了有限域F 的m维超Bent函

数的两种构造方法。需要指出的是通过对我们从 4 元布尔

Bent函数所找到的F

2mp 上

16上的超Bent函数的研究，我们发现还

有 18 个函数(例如假设F16的生成多项式是x4+x+1，若按照

F16上本原元的升幂排列，函数真值表是 0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 0 

0 1 1 0 1 的函数)不在Kaisa和龚光等所给的超Bent函数之

列，所以他们所给出的构造法并不是完全构造法。因此寻找

更多超Bent函数，给出超Bent函数新的构造法是一个值得研

究的课题。通过上机搜索我们发现F64上不存在代数次数为 2

的超Bent函数，即F64上超Bent函数的代数次数都是 3，我们

所得到的F81上大量的超Bent函数的代数次数也都为 4。所以

有限域上超Bent函数的代数次数的取值规律也是一个值得

研究的问题。 
附录  F16上的所有超Bent函数 

f1(x)  0  0  0  0  0  0  1  0  1  1  0  0  1  1  0  1 
f2(x)  0  0  0  0  0  1  0  1  1  0  0  1  1  0  1  0 
f3(x)  0  0  0  0  1  0  1  1  0  0  1  1  0  1  0  0 
f4(x)  0  0  0  0  1  1  0  0  0  1  1  0  0  0  1  1 (*)  
f5(x)  0  0  0  1  0  1  0  0  1  0  1  0  0  1  0  1 (*)   
f6(x)  0  0  0  1  0  1  1  0  0  1  1  0  1  0  0  0  
f7(x)  0  0  0  1  1  0  0  0  1  1  0  0  0  1  1  0 (*)  
f8(x)  0  0  0  1  1  0  1  0  0  0  0  0  1  0  1  1  
f9(x)  0  0  1  0  0  0  0  0  1  0  1  1  0  0  1  1  
f10(x) ..0  0  1  0  0  1  0  1  0  0  1  0  1  0  0  1 (*)   
f11(x) ..0  0  1  0  1  0  0  1  0  1  0  0  1  0  1  0 (*)  
f12(x) ..0  0  1  0  1  1  0  0  1  1  0  1  0  0  0  0       
f13(x).. 0  0  1  1  0  0  0  1  1  0  0  0  1  1  0  0 (*)  
f14(x) ..0  0  1  1  0  0  1  1  0  1  0  0  0  0  0  1  
f15(x) ..0  0  1  1  0  1  0  0  0  0  0  1  0  1  1  0  
f16(x) ..0  1  0  0  0  0  0  1  0  1  1  0  0  1  1  0  
f17(x) ..0  1  0  0  0  1  1  0  0  0  1  1  0  0  0  1 (*)  
f18(x) ..0  1  0  0  1  0  1  0  0  1  0  1  0  0  1  0 (*)  
f19(x) ..0  1  0  0  1  1  0  1  0  0  0  0  0  1  0  1  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
f20(x) ..0  1  0  1  0  0  0  0  0  1  0  1  1  0  0  1  

f21(x) ..0  1  0  1  0  0  1  0  1  0  0  1  0  1  0  0 (*)  
f22(x) ..0  1  0  1  1  0  0  1  1  0  1  0  0  0  0  0  
f23(x) ..0  1  1  0  0  0  1  1  0  0  0  1  1  0  0  0 (*)  
f24(x) ..0  1  1  0  0  1  1  0  1  0  0  0  0  0  1  0   
f25(x) ..0  1  1  0  1  0  0  0  0  0  1  0  1  1  0  0  
f26(x) .0  1  1  0  1  1  0  1  1  0  1  1  0  1  1  0  
f27(x).. 0  1  0  1  1  0  1  1  0  1  1  0  1  1  0  1  
f28(x) .0  0  1  1  0  1  1  0  1  1  0  1  1  0  1  1  

注 1 f(0)=0，其它各点处函数值系按照F16中元素的根表示中

的升幂顺序排列。 α
注 2 带(*)者是周期为 5 的超 Bent 函数。 
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