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摘  要：小波滤波是十年来小波分析在信号处理技术中应用的一个重要领域，与传统的滤波方法相比，具有独特

的优势。该文在对目前小波滤波文献进行理解和综合的基础上，通过对小波滤波问题的描述，系统论述了小波滤

波的基本原理、模型和滤波特性；对小波滤波方法进行了分类，对三类基本方法进行了分析比较；着重对小波滤

波方法中的基本问题进行了阐述，并对小波滤波中存在的问题和解决问题的设想及展望给出了系统的见解。 
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Abstract：Wavelet filtering is a new research in the field of signal processing in the last decade. It has 
predominance over the traditional filtering methods. This paper presents the principle, model and characteristics 
of wavelet denoising method, basing on the analysis and synthesis of developments in this research domain in the 
past few years. Wavelet denoising methods are sorted into three groups and they are commented. This paper pays 
attention to the key points, existing problems and the thought of how to solve these problems. 
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1  引言 

近年来，小波滤波不断出现在有关信号及图像处理研究

的文献中[1−9]，这标志着一种新的滤波思路出现。不同尺度上

的信号和噪声具有不同特征，小波分析使信号和图像的多尺

度处理技术得到迅速发展。20 世纪 90 年代初期，在文献中

开始出现小波去噪(denoising)[8]及降噪(noise reduction)[3,9]

的概念及提法。事实上，随着小波去噪方法研究的深入和具

体应用环境的多样性，其功能已不再局限于单纯的去噪、降

噪，因此，本文统一采用小波滤波这一说法。随着小波分析

的发展，基于小波分析和子带分解的边缘检测与滤除噪声的

方法得到迅速发展[4,10]。Mallat等利用Lipschitz指数在多尺度

上对信号和噪声的奇异性(Singularity)进行描述，提出基于

小波变换模极大值原理的信号和图像滤波方法[4]。Rosenfield

指出，在进行数字图像处理时，直接将相邻频带上的数据相

乘，可以准确定位信号边缘[11]。基于该思想，Xu提出基于信

号尺度间相关性的空域相关滤波算法(Spatially Selective 

Noise Filtration，SSNF)[5]。随后，以Donoho为首的学术群

体另辟蹊径，提出小波域阈值滤波方法，取得了不少理论及
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应用成果[6,12]。 

小波滤波可按以下特征分类[13]：(1)按所采用的变换方法

分为：进行基变换、利用框架变换和通过选取最优基变换。

(2)按所利用的小波性质分为：能量集中性、多分辨率特性、

尺度内相关性和时频局部化特性。(3)按使用的模型分为：贝

叶斯方法、非贝叶斯方法等。 

近年来，本课题组对小波滤波方法进行了大量深入的研

究工作，取得了一定成果，提出了理论完整的自适应空域相

关滤波算法，并在小波域阈值滤波算法上取得了重大突 

破[14−24]。本文基于我们近年来的工作，结合国内外最新进展，

试图给出一个全面的综述。第 2 节给出小波滤波的基本原理

及模型；第 3 节分析比较小波滤波的 3 种基本方法；第 4 节

重点论述小波滤波算法中的关键问题；第 5 节对小波基选取

问题进行阐述；最后对小波滤波中存在问题和解决问题的设

想给出一些意见和建议。 

2  小波滤波原理及模型 

2.1 小波变换简介 

2.1.1 连续小波变换的定义及特性  信号 的连续小波

变换定义为 

( )x t

*
,( , ) ( ) ( )da bWx a b x t t tψ

∞

−∞
= ∫            (1) 

其中 
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, ( ) (1/ ) [( )/ ]a b t a t bψ ψ= − a           (2) 

为小波基函数，a 为尺度因子，b 为平移因子。 

 适当选择母小波 ，可使 及其傅里叶变换

同时具有较好的局部性，因此小波分析是时-频分

析

( )tψ , ( )a b tψ

, ( )a bΨ ω
[25]。 

2.1.2 离散小波变换[26]  在离散小波变换中，常用的离散

方法是将 a 按幂级数离散， b 在尺度内均匀离散，即

， ( ， ，0
ja a= 0 0

jb nb a= 0 1a ≠ 0 0b > j , 为整数)。若取

，并将 t 轴用 归一化，有 

n

0 2a = 0b
2

, ( ) 2 (2 )j j
j n tψ ψ− −= −t n              (3) 

信号 的离散小波变换为 ( )x t

*
,( , ) ( ) ( )dj nWx j n x t t tψ

∞

−∞
= ∫             (4) 

计算上述离散小波变换的快速算法为 Mallat 算法。 

2.2 基本原理 
小波变换具有以下性质：(1)时频局部化特性；(2)多分

辨率特性；(3)解相关特性；(4)选基灵活性。其中，性质(1)
和性质(2)决定了小波滤波方法能在去除噪声的同时，很好地

保留信号的突变或图像的边缘[27]。 
含噪信号经小波变换后，小波系数主要由噪声和信号的

细节特征组成。基于此，本文给出如下描述：小波滤波，就

是利用具体问题的先验知识，根据信号系数和噪声系数在不

同尺度上具有不同性质的机理，构造相应规则，在小波域对

含噪信号的系数进行处理。目的在于减小甚至完全剔除噪声

系数，同时最大限度地保留信号系数，得到真实信号的最优

估计。“最优”的精确定义依赖于应用要求。 
关于小波滤波还有几点需要说明：首先，不是平滑，而

是试图去除所有噪声，保留所有信号，并不考虑它们的频率

范围。其次，是在小波域对小波系数进行处理。第三，滤波

过程一般由 3 个步骤完成：(1)小波变换；(2)对小波系数非

线性处理，以滤除噪声；(3)小波逆变换。最后，小波滤波是

一种非参数方法[28]。 
2.3  基本模型 

假设含噪数据 
,  1,2, ,i i if g i Nε= + =              (5) 

由真实信号 和噪声 组成， 与 相互独立。其向量表示

为 。假定 满足以下条件：(1)服从正态分布；(2)

不相关；(3)方差为常量。滤波的目标是在观察到 的前提下，

对 进行估计。 

ig iε iε ig

f g ε= + ε
f

g

对观测数据经过小波变换，得 
w θ η= +                    (6) 

前述滤波过程的 3 个步骤可描述为 

( )w W f= ， ，  ( , )tw D w t= 1ˆ ( )tg W w−=

其中 和 分别为小波变换和逆变换算子， 为

非线性滤波算子，它是滤波问题的核心。 
()W ⋅ 1()W− ⋅ (, )D ⋅ ⋅

3  小波滤波基本方法 

现有小波滤波方法大致可分为 3 类：(1)空域相关滤波，

利用信号小波系数在各尺度间具有相关性滤波；(2)基于奇异

性检测的滤波，利用信号和噪声具有不同的奇异性滤波；(3)

小波域阈值滤波，根据幅值较大的系数由重要信号产生这一

假设滤波。 

3.1  空域相关滤波[5] 

信号的小波系数在不同尺度间具有很强的相关性，噪声

系数却弱相关或不相关。将相邻尺度上的系数相乘得到空域

相关系数，若某点归一化后的相关系数幅值大于其小波系数

幅值，则认为该点为信号突变点，抽取出该点。对抽取出的

小波系数进行逆变换，得到滤波信号。 

Xu在提出空域相关滤波方法时，没有给出噪声方差的估

计及终止迭代的阈值[5]。Pan在计算各分解尺度上噪声方差

后，提出噪声能量阈值的理论计算方法，给出终止迭代的准

则，首次提出了理论完整的空域相关滤波算法。并对其进行

改进，得到具有满意滤波效果的自适应空域相关滤波算 

法
[14,20,22]

。值得指出的是，相关系数如何定义将直接影响滤

波结果[29]。 

3.2 基于奇异性检测的小波滤波[4,8]  

Mallat认为信号的Lipschitz指数为正，噪声的Lipschitz指

数为负
[4]
。通过确定各尺度上信号的模极大值，重构得到滤

波信号。若信号在某奇异点邻域内剧烈振荡，小波系数的模

极大值无法描述其奇异性。小波“脚印”(footprints)在一定

程度上缓解了该问题[30]，但在实际应用中存在较大局限性，

滤波效果也不理想。 

基于模极大值检测的滤波算法有很好的理论基础，滤波

性能较稳定，对噪声的依赖性较小；只要信号与噪声具有不

同 Lipschitz 指数，即可进行滤波。缺点是由模极大值重构信

号的算法复杂。 

3.3  小波域阈值滤波[6,12]

小波域阈值滤波算法由Donoho等提出，用于滤除信号中

高斯白噪声。通过设定一适当阈值，认为小于该阈值的系数

由噪声产生，将其置零，而保留大于阈值的系数，从而抑制

信号中的噪声。该方法对阈值选取敏感。对此，潘、张等构

造了一个均方差函数的近似函数，通过极小化该函数得到均

方差意义下的自适应最优阈值
[15,24]。 

3.3.1 有色噪声  受Donoho工作启发，一些学者研究了相关

噪声的情况[31−33]，为简化相关噪声的处理提供了理论依据。

然而，对于有色噪声的滤波，仍刚刚起步。 

3.3.2 平移不变小波变换(Translation Invariant Discrete 

Wavelet Transforms，TIDWT)  Cycle-Spinning法[34]
与非抽

取小波变换[7]的引入解决了正交小波变换缺乏平移不变性

的问题。Pan验证了不同形式的平移不变小波变换之间的等

价性[15]，Berkner将它们统一命名为平移不变小波变换[1]。 

3.3.3 非均匀采样数据  Kovac等研究了对非均匀采样数据

的滤波[35]，利用插值法将非均匀采样数据转换成均匀采样数

据进行滤波。这样做有可能改变统计特性，影响滤波效果。
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一些学者提出基于提升框架(lifting scheme)构造二代小波

(second generation wavelet)对非均匀采样数据滤波的方 

法[13,36]，但目前提升框架的理论体系尚不完善，滤波效果也

不理想。 

3.3.4 自适应收缩滤波  引入不同度量方法（如概率和隶属

度等），对小波系数被噪声污染的程度量化描述[33,37−40]，进

而对小波系数处理。相对于传统的小波域阈值滤波，该方法

没有明确的阈值，具有更大灵活性。目前，该方法还没有统

一的理论基础。此外，潘和蔡等提出谱滤波的初步模型。 

4  若干关键问题 

在小波滤波中，对小波系数重要程度的判断、阈值函数

的选取以及阈值的确定是几个关键问题。 
4.1 小波系数的显著性函数(significance measure) 

前面所述 3 类滤波方法，通过判断小波系数所含信息量

大小或被噪声污染程度(例如绝对值，尺度间相关性或模极大

值)，确定对小波系数置零、收缩还是保留。在给定的量化描

述指标下，若某小波系数被判断为所含信号成分较大，认为

它重要；否则，认为不重要。一般将上述度量指标称为小波

系数的显著性函数
[13]

。 

目前应用较多的构造显著性函数的方法有：Donoho对小

波系数取绝对值
[6]

；Xu将相邻尺度上对应的小波系数相 

乘
[5]
；Mallat通过判断小波系数随尺度变化的趋势来决定取舍

[4]
。这些显著性函数的构造未考虑先验信息。若要得到性能

优良的滤波方法，需将小波域相关性及先验信息考虑在内，

通过对小波系数建模构造合适的小波系数显著性函数。 

4.2  小波域系数模型 

小波系数模型最初由Mallat提出
[41]

。目前，小波系数模

型主要分尺度内模型、尺度间模型和混合模型
[42]

。 

4.2.1 尺度内模型  尺度内模型考虑同一尺度内小波系数的

统计特性，以及相邻系数间的关系。若某一系数非零，则与

其相邻的系数也往往不为零。分块阈值化滤波 (block 

thresholding)方法在判断一个系数是否由突变点产生时，将其

相邻系数的信息考虑在内[43]，这可看作一种简单的尺度内模

型。目前使用较多的是广义高斯分布(Generalized Gaussian 

Distributed, GGD)模型
[44]

。Hansen等假设同一尺度内的小波

系数独立同分布，取得了很好的滤波效果
[45]

。Chang则认为

小波系数服从具有未知参数的混合GGD，提出具有很强自适

应特性的阈值滤波方法[2]。Mihcak等发现小波系数的绝对值

或平方值符合Markov场分布，由此提出小波系数的层内混合

模型[39]；另外，还有考虑小波系数状态在尺度内相关的隐马

尔可夫链(Hidden Markov Chain, HMC)模型[37]。 

4.2.2 尺度间模型  尺度间模型描述不同尺度间小波系数的

相关性。最早利用该原理的是空域相关滤波方法
[5]
，其中的

空域相关系数可看作一种尺度间模型。Sadler分析了空域相

关系数的数学特性，并用于阶跃信息的检测与估计[46]。Sender

则基于相邻尺度间的相关性，提出基于双变量收缩函数的阈

值滤波算法[47]。小波四叉树模型对不同尺度上系数间的相关

性进行描述，Shapiro基于此提出嵌入式零树编码器 [48]。

Banham用自回归模型描述四叉树节点由粗尺度到细尺度的

动态演化过程，提出多尺度卡尔曼平滑滤波器滤波的方 

法[49]。Crouse引入隐马尔可夫树(Hidden Markov Tree, HMT)

模型，使用转移矩阵将不同尺度上小波系数间的联合统计特

性量化 [50]。Fan在对HMT改进的基础上，提出一种称作

HMT-2的四状态模型[51]。另外，Romberg利用自然图像间固

有的自相似性对HMT进行简化[52]。Pizurica利用尺度间的相

关信息对小波系数进行分类后，估计小波系数的分布，以判

断其是否由突变点产生[53]。Zhang等基于尺度间模型，提出

了基于空域相关的阈值滤波方法，并在医学图像的去噪及复

原中取得成功应用[16,18]。 

4.2.3 混合模型  混合模型综合上述两种模型的特点，在考

虑同一尺度内系数间相关性的同时，也考虑不同尺度间系数

的关系。Liu利用互信息(mutual information)对小波系数间

的相关性定量分析，发现互信息不仅取决于所采用的统计模

型，而且与所使用的小波基有关[54]。Portilla将尺度内和尺度

间的相关性考虑在内，提出了高斯尺度混合(Gaussian Scale 

Mixture, GSM)模型[55]。文献[19]将不同尺度上同一位置的点

组成向量，通过对向量的统计特性进行估计，得到一种基于

混合模型滤波算法。 

对一维信号而言，尺度间相关性比尺度内相关性相对

重要。而对二维图像，如何建立更有效的混合模型则仍是

需研究的课题。目前对小波滤波的研究已逐渐转移到了这

个领域[42]。 

4.3 阈值函数选取 

阈值函数体现了对小波系数的处理策略。主要分为软阈

值函数，硬阈值函数和半软阈值函数，它们的基本思想 

是去除小幅值的系数；对幅值较大的系数进行收缩或保 

留[6,12,14,15]。 

Bruce和Gao得出结论：硬阈值法往往使得滤波结果有较

大方差，软阈值法使滤波结果有较大偏差[56]。为克服软阈值

法和硬阈值法的缺点，Gao提出半软阈值(semisoft shrinkage)

函 数 ， 并 得 到 了 基 于 半 软 阈 值 法 的 M i n i m a x 阈 

值[6]。Gao随后将Garrote函数作为阈值函数[58]，并证明上述

各种阈值方法得到的滤波结果渐近相等。另外，文献[59]从

选取最优阈值的角度，构造了具有高阶连续导数的阈值函

数，通过优化搜索得到最优阈值。 

以上所讨论的阈值函数，都假定真实信号为确定性信

号，可统称为显式阈值函数。另一类隐式阈值函数基于贝叶

斯模型得到[60,61]。在假定真实信号的小波系数服从某一先验

分布的基础上，得到隐式的阈值化方法收缩函数。这类隐式

阈值函数的选取需坚实的统计学基础。 
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4.4  阈值确定 

小波域阈值滤波中，如何确定阈值是一个关键问题。目

前有大量文献提出不同的阈值确定方法 [6,12,62−64]：通用

(universal) 阈值 、 极小 化风 险 阈值 、假 设 检验 法和

BayesShrink阈值等。 

(1) 通用阈值法  对于多维独立正态变量，当维数趋于

无穷时，噪声系数幅值大于阈值 2 lnt σ= N 的概率趋于零，

其中 为噪声标准差，N 为信号长度σ [6]。潘等基于小波变换

的双通道滤波器组分解结构，从理论上得到 的一致无偏估

计

2σ
[14,21] 。 进一 步 提 出 自适 应 阈 值 t c ， 验 证 了

是合理的

σ= ⋅

[3.0,4.0]c ∈ [14,15,24]。 

(2) 极小化风险阈值   极小化风险阈值即均方差

（Mean Square Error, MSE）意义下的最优阈值。MSE 函

数描述了滤波结果与真实信号在均方意义下的偏离程度。目

前主要有 SURE 法、交叉验证算法和广义交叉验证算法估计

MSE 函数。 

(a)SURE(Stein’s Unbiased Estimator of Risk)法[12] 

SURE 函数是 MSE 函数的无偏估计。故极小化 SURE
函数得到的阈值为最优阈值的无偏估计。 

(b)交叉验证(Cross-Validation，CV)算法 

CV算法是一种基于MSE准则确定最优阈值的法[62]。可

根据实际问题需要自适应选取估计准则。 

(c)广义交叉验证(Generalized Cross-Validation，GCV)

算法[63]   

GCV 算法以 SURE 为基础，性能优于 CV 算法。GCV

有偏，偏差为 ，但得到的最优阈值无偏。 2σ
(3)多假设检验法  阈值处理过程可看作是一个多假设

检验过程[64]。在满足给定错误发现率（False Discovery Rate，

FDR）上界的前提下，最优阈值使所保留的系数个数达到极

大值。该方法可解释通用阈值依赖于信号长度的现象。其局

限性在于：如何给定FDR，将信号误判为噪声的情况亦考虑

在内。 

(4) BayesShrink阈值  主要针对二维图像提出[65]。假设

自然图像的小波系数服从GGD分布，极小化贝叶斯风险得到

阈值 2 2
BT σ σ= X 。其中， 为噪声方差， 为GGD分布

的方差。 

2σ 2
Xσ

若阈值在整个滤波过程中固定不变，对所有小波系数采

用相等的阈值进行处理，可称为全局阈值；而自适应阈值根

据小波系数的局部特征进行阈值化处理，最简单的是可以适

应于不同尺度上系数特征的阈值。另外，还有基于小波系数

尺度内相关性以及尺度间相关性的自适应阈值，这涉及到了

对小波系数建模的问题。 

5  小波基的选取 

不同小波基对信号的描述不同。对信号小波变换时，总

希望所选小波基能同时具有下列性质：(1)对称或反对称；(2)

较短的支撑；(3)正交性；(4)较高的消失矩。然而要使一个

小波基同时具有以上特性往往不现实，在应用中只能根据具

体要求选择合适的小波基。 

一般来说，一种小波基能很好描述某一类信号特征，但

只对信号低频部分反复分解。而小波包可同时对信号的低频

和高频部分分解，适用于细小边缘或纹理较多的图像。Cohen

等将小波包和平移不变小波变换结合，提出平移不变小波包

滤波方法，并给出相应的阈值公式[66]。多小波是单小波的发

展，既保持了单小波良好的时频局部化特性，又将对称性、

正交性、光滑性、紧支性等性质结合在一起，弥补了单小波

的不足。对信号滤波时，可避免将一些特征模糊化[67,68]。Felix

等构造的复数小波变换，具有近似的平移不变性、良好的方

向选择性和线性相位等优点，并能获得信号的相频特性[69]。

此外，Candes和Donoho构造了用于检测图像边缘的

Ridgelet，Curvelet基等，对含噪图像进行滤波，取得了很好

的滤波效果[70,71]。 

随着小波滤波理论研究的深入，若能做到按信号特征，

自适应选择小波基，则对信号描述的效果将会得到较大改

善。根据含噪信号特征，结合任务要求，或使用某种优化准

则，优化小波函数的设计；或从已给定的小波基中，选择最

优小波基，使之最有效地表示信号[72]。采用提升方法构造二

代小波，可在变换时，根据信号特征利用提升框架自适应地

构造小波基[73]。 

最后需要指出的是：综合考虑算法的简繁程度和滤波效

果，上述任何一种小波变换都不具有绝对优势，在实际应用

中含噪信号的具体特征仍是选择小波基的首要因素。 

6  小波滤波的前景 

小波滤波已渗透到了许多理论和应用领域，但仍有大量

问题有待解决。作者认为，小波滤波在以下方面的研究问题

值得关注： 

(1) Lipschitz 指数理论作为小波滤波的理论基础，仅仅

通过对信号奇异性的数学描述来解释信号和噪声经小波变

换后在不同尺度下所表现出来的不同性质。但无论是这种性

质本质的含义或是目前小波系数幅值对 Lipschitz 指数度量

的近似性，都很难令人满意。因此，对小波系数随尺度变化

所呈现的特有性质进行更为科学、严谨的数学表述是小波滤

波理论完备与有效应用的一个重要课题，而这在目前尚未引

起国内外学者的普遍关注。 

(2) 图像奇异性表示。可分离的小波变换在分析线奇异

性时存在着固有的缺陷，如二维情形下，张量积小波通常更

关心图像在水平、垂直和对角方向上的特征，很难刻画其他

方向上的特征。不可分离的小波在一定程度上缓解了这一问

题，但仍很难描述曲线奇异性。这意味着需要探讨有效的高

维奇异性表示方法。 

(3)目前描述高维奇异性方法。Ridgelet(脊波)变换是作
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用于Radon变换投影切片上的小波变换[70]。Radon变换可有

效地将高维奇异性转化为点奇异性，而小波变换在分析点奇

异性时最优。因此Ridgelet的降维特性可将线奇异性转化为

点奇异性分析。针对小波变换难以刻画方向信息的问题，二

维Brushlet能很好地刻画角分辨率，描述不同方向、频率和

位置的方向性纹理[74]。而Curvelets是对二维空间中曲线奇异

性的最优表示。如何将谐波分析领域的Curvelets、计算机视

觉领域的霍夫(Hough)变换和信号处理领域的滤波器组理论

有机结合，得到理论基础完整且具有离散算法的、基于多方

向信息的多分辨率理论是下一步亟待研究、且具有挑战性的

课题[75]。 

 (4)滤波效果评价。对滤波后信号或图像的质量进行评价

是一个十分重要的问题，遗憾的是目前还没有一种为大家认

可的通用的方法。目前常用的有两种方法：主观评价法和客

观评价法。主观评价法会受评价人主观因素的影响，结论会

带有主观色彩。客观评价法力求有一套公认的质量指标体

系，而这一点是十分困难的。因此在实际应用中，常常将主

观与客观两种方法相结合。这就需要建立从算法设计到滤波

效果的实用的量化评价指标，但这又依赖于具体问题的要求

和有效的数学描述。 

(5)在整体处理问题的不同层次上，把多种滤波方法有机

结合起来，充分发挥各自的优势是发展小波滤波方法的有效

途径。同时，将小波滤波与人工智能结合，以取得“最优”的

滤波效果也是值得注意的一个方向。 

尽管小波滤波技术已成功运用于多种领域，但总的来

说，目前该方法的工程应用与其理论发展相比还显得滞后和

不足，许多应用研究还停留在仿真实验阶段。相信许多学者

也正在为架起该理论与实际应用的桥梁而努力，所有这些努

力的意义都在于能够将小波这个数学上十分优美的理论更

好、更容易地应用到工程中去。某一特定的小波滤波方法不

可能适用于所有的实际应用问题，目前在方法的选择上尚未

形成统一的框架，而在应用设计上则缺乏有效的指导原则，

与传统滤波器之间的定量关系的研究更是成效甚微。需要指

出的是，本文的范围基本上是近年来国外学者的研究概况。

事实上国内这几年有不少学者在这一领域开展了卓有成效

的工作，限于篇幅未能给予涉及。 
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