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摘   要：为提高卫星通信系统的和速率，该文研究了非对称成对载波多址接入(APCMA)系统下行链路的功率

分配问题。以最大化系统和速率为目标，在总功率和满足各用户最低服务质量的约束下，通过凸优化的方法，

得到了最优功率分配方案，并给出了两种次优功率分配方案。该文以正交多址接入(OMA)中的经典算法作为对

比，仿真结果表明，所提功率方案能够最大化和速率，展示了APCMA系统相比OMA系统在频谱效率方面有更优

性能。
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Abstract: In order to improve the sum rate in the satellite communication system, power allocation in downlink

of Asymmetric Paired Carrier Multiple Access (APCMA) system is investigated. Under the constraint of total

power and the minimum quality of service for each user, the optimal power allocation scheme is obtained via

the methods of convex optimization with the objective of maximizing the sum capacity, and two suboptimal

power allocation schemes are given. Compared with the classic algorithm in Orthogonal Multiple Access

(OMA), the simulation results show that the proposed scheme in APCMA maximizes the sum rate, and has

superior performance in spectral efficiency.
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1    引言

卫星通信具有通信容量大、通信距离远等特

点，是未来空天地一体化网络的重要组成部分。在

当前的卫星通信系统中，频谱资源是限制其提高通

信系统容量、改善用户服务质量的重要因素[1]。频

分多址接入(Frequency Division Multiple Access,
FDMA)、时分多址接入(Time Division Multiple
Access, TDMA)、码分多址接入(Code Division
Multiple Access, CDMA)、正交频分多址接入(Or-
thogonal Frequency Division Multiple Access,
OFDMA)等多址技术可在一定程度上改善频谱资

源紧张的困境，但受限于通信资源分配的正交性，

无法满足未来通信高频谱利用率的要求[2,3]。成对

载波多址接入(Paired Carry Multiple Access, PCMA)
是一种先进的卫星通信多址接入技术[4]，该技术允

许通信双方在同一时刻使用相同的频段、时隙或码

字资源发送信号。PCMA有两种应用模式：对称

PCMA和非对称PCMA (Asymmetric PCMA, AP-
CMA)[5]。其中，对称PCMA适用于点对点通信，
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通信双方信号功率相差不大，所占频谱带宽相同。

APCMA适用于点对多点通信，包含1个主站与多

个小站，主站信号的功率、带宽比小站信号大得多。

APCMA在形式上与“服务器+客户端”的星状网

结构极为相似，更符合当前卫星互联网的组网模式，

并已经在小口径天线终端(Very Small Aperture
Terminal, VSAT)网络中得到了一定程度的应用。

因此，PCMA技术在频谱资源分配上打破了传统多

址接入技术的正交性，理论上可以有效节省频带资

源，在频谱资源紧张的卫星通信中潜力巨大。同

时，由于APCMA中的小信号“淹没”在大信号之

下，在军事通信和保密通信中有着独特的优势[6]。

由于PCMA可与现有多址接入技术兼容的特点，

该技术在卫星通信中得到了广泛的应用，也吸引了

众多研究者的注意。当前对于PCMA的研究主要分

为两类：一类聚焦于己方发送信号的参数变化，包

括振幅[7,8]、频偏[9,10]、相位[11,12]等参数的估计，其

中，文献[7]利用循环相关及循环累积量等统计特性

对信号功率进行估计。信噪比在5～10 dB范围内，

该方法的均方根误差小于1 dB；信噪比超过该范围

时，估计性能则明显下降。文献[8]利用4次方法估

计强信号的幅度，再利用循环累计量估计弱信号的

幅度，该方法估计精度高、适用范围广，但计算复

杂度较高。文献[9]基于“混合”信号的循环统计特

性，提出了一种对符号速率及频偏进行估计的算

法。该方法先利用接收信号的自相关特性对符号速

率进行估计，再利用时变共轭矩阵特性对频偏进行

估计。频偏范围限制在符号速率的1/20以下。该方

法性能受限于观测序列长度。文献[10]基于辅助序

列自相关的离散傅里叶变换进行频偏估计，并给出

了Cramer-Rao界，该方法在低信噪比的情况下有

较好的性能表现。文献[11]基于循环统计量对相位

进行初步的粗略估计，再利用变步长最小均方

(Least Mean Square, LMS)自适应滤波进一步提高

估计精度。该方法的估计精度依赖于迭代次数。文

献[12]在文献[9]的基础上，利用信号的循环平稳特

性，提出了基于时变矩阵及周期系数的两种相位估

计方案。所提方案性能依赖于序列长度。文献[13,14]

研究了多个参数的联合估计，文献[13]提出了一种

联合训练序列估计与自回归模型预测的信道估计方

案，该方案借鉴了叠加训练序列的思想，利用自回

归模型预测信道状态，并通过迭代的方式提高精度。

文献[14]基于软信息统计值估计信道状态，通过分

级搜索减少复杂度，利用迭代提高估计的精度，该

方法在8PSK调制的信号估计上有较大优势。另一

类主要研究信号的检测[5]、调制方式的识别[15,16]及

“混合”信号的盲分离[17,18]；文献[5]提出了符号层

干扰消除算法，通过引入前向纠错编码，减少错误

译码，提高算法性能，省略了以往文献中的大功率

信号“重构”环节。文献[15]使用高阶累积量构造

信号的特征参数，通过4次方谱线特征对8种调制方

式进行识别，该方法受频偏影响小，不依赖先验信息，

但需要较多的符号数才能得到较好的性能。文献[16]

基于深度学习的方法进行调制识别，克服了高阶统

计量方法需要较多符号的弊端，具有较强的鲁棒

性，但算法复杂度高。文献[17]基于组合优化的思

想，提出了迭代量子遗传优化算法，该算法降低了

计算复杂度，利用迭代促进分离结果的收敛，具有

并行实现的特性。文献[18]提出了一种基于M算法

进行QR分解(QR Decomposition with M algori-

thm, QRD-M)的Gibbs采样器，该方法适用于高阶

调制混合信号的分离，并具有一定的扩展性。

如上文所述，当前对于PCMA的研究主要集中

在参数估计及盲分离两大方面，而在非正交多址接

入方案中，系统资源的分配是提高系统吞吐量、兼

顾用户公平性的重要手段[19]，也是当前研究的热点[20]。

文献[21]研究了不完美信道状态信息下大规模多入

多出低轨卫星系统中的功率分配问题，以最大化系

统和速率为目标，通过对目标函数进行泰勒展开近似，

使用凸优化的方法得到了优化解，并提出了迭代算

法，其收敛性能较其他算法有优势。文献[22]将地

面移动通信系统中最大和速率作为目标函数，首先

证明了信号的最佳解调顺序，然后在服务质量约束

的条件下，使用凸优化的方法得到最优功率分配方

式。文献[23]研究了功率、带宽资源的联合分布问

题，通过引入松弛变量将非凸问题转化为凸问题，

基于凹凸过程提出迭代算法达到了能量效率的最大

化。PCMA作为一种非正交的多址接入方案，其资

源的分配有着重要的研究意义。目前，在APCMA

系统中通过功率优化实现和速率提升的相关研究尚

未展开。因此，本文旨在保证各用户服务质量的前

提下，探索最大化系统和速率的功率分配方案。所

提方法将用户最低服务质量要求及转发器总功率作

为约束条件，将系统和速率作为目标函数，在证明

该问题为凸性的基础上，使用KKT条件[24]获得全

局最优解。由于对称PCMA系统可以视为两用户的

APCMA系统，故本文中的结论同样适用于对称

PCMA系统。

文章结构安排如下：第2节描述系统模型及数

学模型，形成最优解问题；第3节对问题进行求

解，并给出3种功率分配方案；第4节为仿真结果；

第5节为结束语。 
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2    系统模型及数学模型
 

2.1  系统模型

m 1 ≤ i ≤ m

S0

Si(1 ≤ i ≤ m)

Bi

S0

S0

S0

图1所示为APCMA系统的下行链路，该系统

由1颗卫星和多个地球站组成，地球站包含1个中心

站A与 个小站Ui， 。通信双方在同一时

刻使用相同频段发送信息，其中， 是中心站A的

发送信号， 是小站Ui的发送信号，各

信号所占频谱带宽记作 ，如图2所示。发送信号

在卫星上混叠后，通过透明转发器发送给地球站。

中心站A接收到混合信号后，通过自干扰消除技术[25]，

从混合信号中减去自身发送信号 ，剩余部分即为

各个小站Ui的发送信号，也是中心站即将解调的信

号。由于各小站需要解调中心站A的发送信号 ，

且 的功率远大于各小信号功率之和，故可将各小

信号视为干扰，直接对混合信号进行解调。

在APCMA系统中的下行链路中，“透明”转

发器的发送信号为

x =

m∑
i=0

√
pisi (1)

si i

pi 0 ≤ i ≤ m

i = 0 i ̸= 0 i

其中， 表示第 个地球站发送到卫星的上行信号，

表示该信号下行时的发送功率。 ,
表示中心站， 表示第 个小站。各地球站

的接收信号为

yi = hix+ ni (2)

ni

N0/2 hi i

其中， 为加性高斯白噪声，其双边功率谱密度为

， 为转发器到第 个地球站的信道系数，计

算公式为[26,27]

[hi] = [EIRP] + [G/T i]− [Li]− [k]− [Bi] (3)

[·] [EIRP]

[G/T i] i

[k] [Bi] i

[Li] i

其中， 表示变量的分贝形式， 为卫星转发

器的全向有效辐射功率， 第 个地球站的品

质因数， 为玻尔兹曼常数， 为第 个地球站

的信号带宽， 表示卫星到第 个地球站的下行链

路损耗，该系数与距离损耗、馈线损耗、气体衰减

等因素有关，其计算公式为

Li = 92.44 + 20 lg fc + 20 lg di + c (4)

fc di

c

其中， 表示载波中心频率， 表示卫星到地球站

的距离， 表示其他损耗，较理想情况下可取1.5 dB。
在实际的卫星通信系统中，中心站的天线尺寸远

大于小站的天线尺寸，而各小站的性能参数基本一致，

故同一点波束覆盖范围内的小站到达卫星的链路质

量几乎相同[28]。所以，为简单起见本文做以下假设：

Bi = B

B0 = m ·B
(1)各小信号所占带宽相同，即 ，且不

考虑各小信号间的过渡带，即 ；

σ2 = (N0/2) ·B0

σ0
2 σ2 = m× σ0

2

(2)各地球站的噪声功率谱密度相等；记大信

号带宽内的噪声功率为 ，小信号

带宽内的噪声功率为 ，即 ；

h0 > h1 = h2 = ... = hm

(3)中心站到卫星的链路增益远大于小站到卫

星的链路增益，即 ；

∑m

i=0
pi =

ptotal ptotal

(4)为避免各信号之间产生交叉调制现象，卫

星转发器应工作在线性区 [ 29 ]，所以，

，其中 可看作常数。 

2.2  数学模型

由香农公式可知，信道的可达速率与接收信号的

信干噪比(Signal to Interference plus Noise Ratio,
SINR)相关。在非对称PCMA系统中，卫星到小站

的发送信号功率越大，其可达速率就越高；但该信

号又会对大信号造成干扰，影响卫星中心站的可达

速率。为改善系统性能，使用凸优化的方法寻找合

适的功率分配方案，最大化系统和速率。

在APCMA系统中，小站需接收中心站的发送

信息，则卫星到各小站的可达速率均为

C0 = B0log2

1 +
|h1|2P0

|h1|2
m∑
i=1

pi + σ2

 (5)

中心站需接收各小站的发送信息，则卫星到中心站

的下行链路可达速率为∑
i

Ci = Blog2

(
1 +

|h0|2Pi

σ0
2

)
, 1 ≤ i ≤ m (6)

因此，在总功率和满足用户最低服务质量的约束

下，最大化下行链路和速率的优化问题可表示为

 

 
图 1 下行链路示意图

 

 
图 2 频谱示意图
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P0 : maxR = max
pi

m∑
i=0

Ci (7)

s.t. pi ≥ [pi]th, i = 0, 1, ...,m (7a)

ptotal =

m∑
i=0

pi (7b)

p0 ≥
m∑
i=1

pi (7c)

[pi]th
[pi]th∑m

i=0
[pi]th ≤ ptotal

其中，约束条件式(7a)表示每个信号的功率须大于

最低功率要求 ，用以满足各地球站的速率、误

码率、备余量等现实需求，可通过动态调整

满足实际需要，且该条件暗含 。

约束式(7b)表示所有信号功率之和须在卫星转发器

的线性工作区内。约束式(7c)表示大信号的功率须

大于所有小信号功率之和，保证大信号可以顺利解调。 

3    功率分配方案

P0

R

P0

P0

本节使用凸优化的方法解决上述问题 。由目

标函数 的Hesse矩阵可知，该矩阵为非负定(见附

录1)。因此，目标函数 为凸函数，又因为约束条

件形成的集合为凸集，故最优化问题为凸问题，且

KKT (Karush-Kuhn-Tucker)条件是目标函数 最

优解的充要条件。

利用目标函数与约束条件联合建立拉格朗日函

数为

L =−R+

m∑
i=0

λi

(
−pi + [pi]th

)
+ µ

(
m∑
i=0

pi − ptotal

)

=−B0 · log2

1 +
|h1|2p0

|h1|2
m∑
i=1

pi + σ2


−

m∑
i=1

B · log2
(
1 +

|h0|2pi
σ0

2

)

+

m∑
i=0

λi

(
−pi + [pi]th

)
+ µ

(
m∑
i=0

pi − ptotal

)

=−B0 · log2

(
|h1|2

m∑
i=0

pi + σ2

)

+B0 · log2

(
|h1|2

m∑
i=1

pi + σ2

)

−
m∑
i=1

B · log2
(
|h0|2pi + σ0

2
)
+

m∑
i=1

B · log2σ0
2

+

m∑
i=0

λi

(
−pi + [pi]th

)
+ µ

(
m∑
i=0

pi − ptotal

)
(8)

−R = −
∑m

i=0
Ci ≤ 0 λi µ

L

其中， ， 和 为约束条件式(7a)

和式(7b)的拉格朗日乘数。根据KKT条件，对目标

函数 的各参数求导为

∇pj
L = 0 (9)

m∑
i=0

pi − ptotal = 0 (10)

λj

(
−pi + [pi]th

)
= 0 (11)

λj ≥ 0 (12)

将式(9)进一步展开，可得如式(13)和式(14)的
形式

∂L

∂p0
= −B0 ·

|h1|2

|h1|2ptotal + σ2
· 1

ln 2
− λ0 + µ = 0 (13)

∂L

∂pi
=−B0 ·

|h1|2

|h1|2ptotal + σ2
· 1

ln 2

+B0 ·
|h1|2

|h1|2
n∑

i=1

pi + σ2

· 1

ln 2

−B · |h0|2

|h0|2pi + σ0
2
· 1

ln 2
− λi + µ

=0, 1 ≤ i ≤ n (14)

分为以下几种情况讨论：

λi > 0 λi = 0 λi > 0

λi = 0

(1) ； (2) ； (3)部分 ，部分

。

详细讨论情况如下：

λi > 0 pi = [pi]th

∑m

i=0
pi =∑m

i=0
[pi]th < ptotal

( 1 )当 时，即 ，则

。故无解。

λi = 0(2) 时

将式(13)代入式(14)，可得

B0 ·
|h1|2

|h1|2ptotal + σ2
· 1

ln 2
−B · |h0|2

|h0|2pi + σ0
2
· 1

ln 2
= 0

(15)

pi pi = (ptotal − p0)/m

1 ≤ i ≤ m

这意味着， 相等，也就是 ，

其中 。代入式(15)可得

m ·B · |h1|2

|h1|2 ·m · pi + n · σ0
2
· 1

ln 2

−B · |h0|2

|h0|2pi + σ0
2
· 1

ln 2
= 0 (16)

|h1|2 = |h0|2只有 时，才能使得等式成立，与

系统模型中的第2点假设矛盾。无解。

λi > 0 λi = 0(3)部分 ，部分 ，该类情况又可分

以下4种情形讨论：
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λ0 = 0 λi > 0 1 ≤ i ≤ m pi = [pi]th

p0 = ptotal −m · pi
(a)  , , ，即 ，则

。

将式(13)代入式(14)，可得

λi = B · 1

ln 2
·

(
1

pi + σ2
0/ |h1|2

− 1

pi + σ2
0/ |h0|2

)
(17)

|h1|2 < |h0|2 λi < 0当 时， ，与已知条件矛盾。

无解。

λ0 = 0 λi > 0 λi = 0

1 ≤ i ≤ m

(b)  ，部分 ，部分 ，其中，

。

由式(14)可知

λi +B · |h0|2

|h0|2pi + σ0
2
· 1

ln 2

= −B0 ·
|h1|2

|h1|2ptotal + σ2
· 1

ln 2

+B0 ·
|h1|2

|h1|2
n∑

i=1

pi + σ2

· 1

ln 2
− µ (18)

其中，等式的右侧为固定值。

λi > 0 λi = 0 λ1 > 0

λ2 = 0 p2 > [pi]th = p1 |h0|2 · p2 + σ0
2 >

|h0|2 · p1 + σ0
2 B · |h0|2

|h0|2 · p2 + σ0
2
· 1

ln 2
<

B · |h0|2

|h0|2 · p1 + σ0
2
· 1

ln 2
λ2 < λ1 λ2+

B · |h0|2

|h0|2 ·p2+σ0
2
· 1

ln 2
< λ1 +B · |h0|2

|h0|2 ·p1 + σ0
2
· 1

ln 2

由于假设部分 ，部分 。不妨令 ,
，则有 。故

， 即

。又因为 ，即

，

与等式(16)矛盾。故无解。

λ0 > 0 λi > 0 λi = 0

1 ≤ i ≤ m

(c)  ，部分 ，部分 ，其中，

。

证明同(b)。
λ0 > 0 λi = 0 1 ≤ i ≤ m λ0 > 0 ⇒

p0 = [p0]th λi = 0 ⇒ p1 = p2 = ... = pm > [pi]th

( d )   ,   ,   ，即

,  。

将式(13)代入式(14)，可得

λ0 = B· 1

ln 2
·

(
1

pi + σ2
0/ |h0|2

− 1

pi + σ2
0/ |h1|

2

)
(19)

|h1|2 < |h0|2 λ0 > 0因为 ，所以 恒成立。

λ0 > 0 λi = 0 1 ≤ i ≤ m

p0 = [p0]th pi > [pi]th

根据前面的讨论可知，只有情形(d)恒成立，

其中假设条件 ( , , )意味着

, 。 

4    仿真结果

本节采用Matlab仿真来验证所提方案的性能。

仿真参数为：卫星距地面高度设为104 km，卫星转

发器线性工作区允许的最大功率为35～55 dBm，

根据文献[28]设置相关信道系数，具体链路参数如

表1所示。

∑m

i=0
[pi]th ≤ ptotal

prest = ptotal −
∑m

i=0
[pi]th pi ≥ [pi]th

prest

prest

p0 = [p0]th pi > [pi]th

由2.2可知： ，定义剩余功

率 ，又由于 ，故

功率分配问题可转化为 的分配问题。通过第

2节的分析可知，最优功率分配方案(OP)：在满足

各地球站服务需求的前提下，将剩余功率 全部

平均分配给小信号。此时，大信号的功率刚好满足

最低服务质量要求，小信号的功率大于最低服务质

量要求，即 , 。

作为对比，提出以下两种次优功率分配方案：

prest

p0 > [p0]th pi = [pi]th

A1方案：在满足各地球站服务需求的前提下，

将剩余功率 全部分配给大信号。此时，大信号

的功率大于最低服务质量要求，小信号的功率等于

最低服务质量要求，即 ,  。

prest

p0 > [p0]th pi > [pi]th

AVG方案：在满足各地球站服务需求的前提下，

将剩余功率 平均分配给大、小信号。此时，

大、小信号的功率均大于最低服务质量要求，即

,  。

[pi]th = pOMA

为了便于同OMA对比，在仿真工作中加入了

OMA的注水算法作为比较[30–32]，并将该方案的可

达速率作为3种功率分配方案中各地球站的服务质

量要求，即定义 。

在仿真中，本文将注水算法的大、小信号的速

率作为最低服务质量要求，并同所提的3种方案做

比较。由图3(a)可以看出，3种功率分配方案中，

各自大、小信号的曲线均不低于注水算法的大、小

信号曲线，意味着3种功率分配方案均可满足服务

质量要求。以最优方案为例，其大信号速率曲线与

注水算法的大信号速率曲线重合，小信号速率曲线

在注水算法的小信号速率上方，这也反映了最优算

法的功率分配原则：满足大信号的服务质量要求，

将剩余功率分配给小信号。同理，A1方案、AVG
方案不同的功率分配策略也在其各自的速率曲线上

得到了体现。注水算法的大信号速率(红色虚线)在
35～44 dBm区间内为0 bit/s，这是因为大信号所

占的频谱带宽比小信号更宽、噪声功率更大，且大

信号带宽内的噪声功率大于小信号的功率。此时，

 

表 1  非对称PCMA系统下行链路参数表

仿真参数 仿真值

载波频率 20 GHz

转发器带宽 480 MHz

噪声温度 321 K

玻尔兹曼常数 –228 dBW/(K·Hz)

卫星天线增益 54.3 dB

小站的G/T值 2.6 dB/K

中心站的G/T值 12.6 dB/K

4020 电    子    与    信    息    学    报 第 45 卷



注水算法将功率全部分给了小信号。当总功率大于

44 dBm时，大信号的速率不再为0 bit/s，其速率

曲线在此处发生了改变。

由图3(b)可以看出，最优方案的频谱效率最高，

也意味着其和速率最大。注水算法曲线在44 dBm

处有一折点，该折点由图3(a)中大信号速率在44 dBm

处发生改变导致。同时，还可以看出，在系统功率

过剩、频谱紧张的场景下，非正交多址接入的频谱

利用率大于正交多址接入。该场景与当下卫星通信

中的实际情况相符。此外，通过3种功率分配方案

的比较可以看出，在PCMA中小信号的速率是决定

系统和速率的关键因素，而小信号是由卫星发送到

中心站的，该链路的信道增益是所有链路中最大的，

这说明将剩余功率分配给信道增益最大的链路，是

提高系统和速率的关键。

C = B·
log2(1 + S/N)

图4为PCMA最优功率分配方案相较于注水算

法的频谱功率增益，其计算公式为：(PCMA和速

率–注水和速率)/系统带宽。可以看出，PCMA有

着具有更高的频谱效率。根据香农公式

可知，信道容量与带宽呈线性关系。

在PCMA中，各信号的带宽均为OMA中的2倍，虽

然引入了干扰，依旧能够获得更高的频谱效率；也

正是由于引入了干扰，系统频谱效率低于2。“总

功率-高度”平面上有8条不同颜色的等高线，在任

意一条等高线上频谱效率相等。左上部分6条等高

线相对密集，意味着频谱效率增加较快，此时，无

论是降低高度还是增加总功率，都会带来频谱效率

的明显提升；左边两条等高线间隔较大，意味着频

谱效率的增加变缓，此时，一味地提高系统总功率

所带来的频谱效率收益将明显降低。 

5    结论

本文考虑了非对称PCMA系统下行链路中，在

保证各用户最低服务质量要求的前提下，实现系统

和速率最大化的功率分配问题。本文首先证明了该

问题为凸优化问题，再利用KKT条件得到了功率

分配的最优方案：在满足各用户最低功率要求的前

提下，将剩余的功率优先分配给大信号；并提出两

种次优方案：将剩余的功率优先分配给小信号，或

平均分配给所有信号。仿真结果表明，3种功率分

配方案均能满足最低服务质量需求，且具有较低的

计算复杂度；同时，最优化方案具有最大的系统和

速率，显示了PCMA相对OMA在频谱利用率方面

有着明显的优势。 

附录1 正定的证明

1 ≤ i, l, k ≤ m B0 = m ·B σ2 = m · σ0
2(以下， ,  ,  )

 

 
图 3 不同功率分配方案比较

 

 
图 4 频谱效率比较图
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R =−B0 · log2

1 +
|h1|2p0

|h1|2
m∑
i=1

pi + σ2

−
m∑
i=1

B · log2
(
1 +

|h0|2pi
σ0

2

)

=−B0 · log2


|h1|2

m∑
i=0

pi + σ2

|h1|2
m∑
i=1

pi + σ2

−
m∑
i=1

B · log2
(
|h0|2pi + σ0

2

σ0
2

)

=−B0 · log2

(
|h1|2

m∑
i=0

pi + σ2

)
+B0 · log2

(
|h1|2

m∑
i=1

pi + σ2

)

−
m∑
i=1

B · log2
(
|h0|2pi + σ0

2
)
+m ·B · log2

(
σ0

2
)

(20)

R的Hesse矩阵为

H(R) =



∂2R

∂p02
∂2R

∂p0∂p1
... ∂2R

∂p0∂pm

∂2R

∂p1∂p0

∂2R

∂p12
... ∂2R

∂p1∂pm
...

...
. . .

...

∂2R

∂pm∂p0

∂2R

∂pm∂p1
... ∂2R

∂pm2


(21)

p0 pi等式(20)两边分别对 ,  求2阶偏导，可得

∂2R

∂p02
= B0 ·

|h1|4(
|h1|2

m∑
i=1

pi + σ2

)2 (22)

∂2R

∂p0∂pi
=

∂2R

∂p0∂pi
=

∂2R

∂pi∂p0
=

∂2R

∂p02
(23)

l = k ̸= 0当 时

∂2R

∂pl∂pk
= B0 ·

|h1|4(
|h1|2

m∑
i=0

pi + σ2

)2 −B0 ·
|h1|4(

|h1|2
m∑
i=1

pi + σ2

)2 +B · |h0|4

(|h0|2pi + σ0
2)

2 (24)

l ̸= k当 时

∂2R

∂pl∂pk
= B0 ·

|h1|4(
|h1|2

m∑
i=0

pi + σ2

)2 −B0 ·
|h1|4(

|h1|2
m∑
i=1

pi + σ2

)2 (25)

R1 = B0 ·
|h1|4(

|h1|2
m∑
i=0

pi + σ2

)2 R2 = B0 ·
|h1|4(

|h1|2
m∑
i=1

pi + σ2

)2

R3 = B · |h0|4

(|h0|2pi + σ0
2)

2

∂2R

∂p0∂pi
=

∂2R

∂pi∂p0
=

∂2R

∂p02
= R1 l = k

∂2R

∂pl∂pk
= R1 −R2 +R3 l ̸= k

∂2R

∂pl∂pk
= R1 −R2

令 ,   ,   ， 则 有

，当  时， 。当  时， 。

R则 的Hesse矩阵可化简为
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H =


R1 R1 R1

... R1

R1 R1 −R2 +R3 R1 −R2
... R1 −R2

R1 R1 −R2 R1 −R2 +R3
... R1 −R2

...
...

...
. . .

...
R1 R1 −R2 R1 −R2

... R1 −R2 +R3



H →


R1 R1 R1

... R1

0 R3 −R2 −R2 ... −R2

0 −R2 R3 −R2
... −R2

...
...

...
. . .

...
0 −R2 −R2

... R3 −R2

 ≜
[

R1 ∗
0 H2

]
(26)

H2 = R3 · Im −R2 ·Am Im m Am =

 1 ... 1
...

. . .
...

1 ... 1

其中， ， 为 维单位矩阵，

P则存在可逆矩阵 ，使得

H2 = R3 · P−1 · P −R2 · P−1 ·


m 0 ... 0
0 0 ... 0
...

...
. . .

...
0 0 ... 0

 · P (27)

H2 R3 −m ·R2 R3 R3 H可知， 的特征值为： ,  , ···,  。则 可化简为

H →


R1 ∗

0

R3 −m ·R2 0 ... 0
0 R3

... 0
...

...
. . .

...
0 0 ... R3

 (28)

R3 −m ·R2 > 0 R3 > 0 R1 > 0因为 (证明见附录2)， , 。

H所以， 为正定矩阵。得证。
 

R3 −m ·R2 > 0附录2 的证明

R3 −m ·R2 =B · |h0|4

(|h0|2pi + σ0
2)

2 −m ·B0 ·
|h1|4(

|h1|2
m∑
i=1

pi + σ2

)2

=
n2 ·B · |h0|4

(|h0|2 ·m · pi +m · σ0
2)

2 − m ·B0 · |h1|4(
|h1|2

m∑
i=1

pi + σ2

)2

=m ·B0 ·



1(
m · pi
|h0|2

+
σ2

|h0|2

)2 − 1
m∑
i=1

pi

|h1|2
+

σ2

|h1|2


2


(29)

|h1|2 < |h0|2 R3 −m ·R2 > 0因为 ，所以 。得证。
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