
一种2m元域上量子纠错码的构造方法

王   玉*①      开晓山②      朱士信②

①(合肥学院人工智能与大数据学院   合肥   230601)
②(合肥工业大学数学学院   合肥   230601)

R = F4m + vF4m

2m Á R C

Á(C) R 2m

摘   要：构造具有良好参数的量子码是量子纠错码研究的重要内容。该文利用有限非链环 上的厄

米特对偶包含常循环码来构造 元量子码。定义了一种新的Gray 映射 ，能够将环 上线性码 的厄米特对偶包

含性保持到 上。研究了环 上常循环码是厄米特对偶包含码的条件。给出了一种构造 元量子码的方法，并

构造了一些新的4元和8元量子码。
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Abstract: Constructing quantum codes with good parameters is an important part of quantum error-correcting

codes research. In this paper, -ary quantum codes are derived through Hermitian dual-containing

constacyclic codes over finite non-chain ring . A new Gray map  is defined, which is

Hermitian dual-containing preserving from a linear code C over R to . The condition for constacyclic codes

over R to be Hermitian dual-containing is studied. A method of constructing -ary quantum codes is

presented, and some new 4-ary and 8-ary quantum codes are obtained.
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1    引言

F2 + uF2

F2 + vF2 Fp + vFp

量子纠错码在量子通信和量子计算领域具有非

常重要的应用。因此，构造具有良好参数的量子纠

错码成为编码理论领域的一个研究热点。CSS构
造[1]和厄米特构造[2]是利用经典纠错码构造量子纠

错码的两种常用方法。研究表明，有限域上的循环

码及常循环码是构造好量子码的重要来源[3–5]。文

献[6]首次通过有限环上的循环码来构造二元量子

码，利用的是链环 。之后，有限非链环上

的循环码也被证实可以产生新的量子码，如环
[7]和 [8]等。近年来，有限环上的常

Fp + uFp p

Fq2 + vFq2 q

Fq2 + uFq2+

...+ ur−1Fq2 Fq2 + u1Fq2 + ...+ urFq2

q

F22m + uF22m

2m

循环码成为量子码构造的新途径。文献 [9]利用

CSS构造，通过环 上的常循环码构建 元量

子码。文献[10,11]将这种方法推广到了两类更一般

的有限交换非链环上。文献[12]采用厄米特构造，

通过环 上的常循环码得到了一类 元量

子MDS码。文献 [13,14]分别利用环

及 上的常循环

码获取了新的 元量子码。文献 [ 1 5 ]利用链环

上的厄米特对偶包含常循环码来构建

元量子码。

p pm p

2m

R = F4m + vF4m

2m R F4m

R

2m

截至目前，有限环上常循环码相关文献中构造

的量子码主要是二元[6,7]、 元[8–10]和 元[11–14]( 为奇

素数)，构造 元量子码的研究还较为少见。本文

通过非链环 上的常循环码来构造

元量子码。首先定义了一个从环 到域 上的

新Gray映射，然后确定了环 上常循环码为厄米特

对偶包含码的条件，最后给出了一种构造 元量

子码的新方法，并例举了一些新的4元和8元量

子码。 
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2    基础知识

F4m 4m m R =

F4m + vF4m = {a+ vb|a, b ∈ F4m} v2 = v

R

⟨1 + v⟩ ⟨v⟩ Rn R C R n

记 为 元有限域， 为正整数。令

，其中 。容

易验证， 是一个有限非链环，且具有极大理想

和 。 的 -子模 称为环 上长为 的线

性码。记

Cv = {a ∈ Fn
4m |∃b ∈ Fn

4m , (1 + v)a+ vb ∈ C},
C1+v = {b ∈ Fn

4m |∃a ∈ Fn
4m , (1 + v)a+ vb ∈ C} (1)

Cv C1+v F4m n

C C = (1 + v)Cv ⊕ vC1+v

Cv C1+v G1 G2

C G =

(
(1 + v)G1

vG2

)
则 和 都是有限域 上长为 的线性码，且

线性码 可以唯一分解表示为 。

设线性码 和 的生成矩阵分别为 和 ，则

线性码 具有生成矩阵 。

C R n λ = α+ vβ

R (c0, c1, ..., cn−1) ∈ C

(λcn−1, c0, ..., cn−2) ∈ C C R λ

c = (c0, c1, ..., cn−1)

c(x) = c0 + c1x+ ...+ cn−1x
n−1 R n

λ R[x]/⟨xn − λ⟩

设 是环 上长为 的线性码， 是环

的一个单位。若对任意 ，都有

，则称 为环 上的 -常循

环码。将码字 等同于其多项式表

示 ，则环 上长为 的

-常循环码可视为商环 的一个理想。

∀α ∈ F4m α α2m ᾱ R

λ = α+ vβ λ̄ = ᾱ+ vβ̄ n

x = (x0, x1, ..., xn−1) y = (y0, y1, ..., yn−1) ∈
Rn

对 ，记 的共轭 为 。环 中元素

的共轭定义为 。任取两个 维

向 量 和

，其厄米特内积定义为

⟨x,y⟩H = x0ȳ0 + x1ȳ1 + ...+ xn−1ȳn−1 (2)

C R n

C⊥H = {x ∈ Rn|⟨x,y⟩H = 0,∀y ∈ C} C⊥H

⊆ C C

设 是环 上长为 的线性码，其厄米特对偶码定义

为 。 若

，则称 为厄米特对偶包含码。利用有限域上

的厄米特对偶包含码可以构造量子码，其方法如下。

C Fq2

[n, k, d]

[[n, 2k − n,≥ d]]q

定理1[2](厄米特构造)　设 是一个有限域 上

参数为 的厄米特对偶包含码，则存在一个参

数为 的量子码。 

3    新的Gray映射

R F 2
4m ϕ

C R

ϕ(C) F4m

下面定义一个从环 到 的Gray映射 ，并

证明：如果 是环 上的厄米特对偶包含码，那么

是有限域 上的厄米特对偶包含码。

ω F4m

ω̄ = ω2m
定义1　设 是有限域 的一个本原元，记

。定义Gray映射

ϕ : R → F 2
4m，

(1 + v)x+ vy 7→ (x+ ω̄y, ωx+ y) (3)

m > 1 ϕ

ϕ : Rn → F 2n
4m

容易验证，当 时， 是一个双射。可以

自然地将它推广到 ，即

(c0, c1, ..., cn−1) 7→ (r0 + ω̄q0, r1 + ω̄q1, ..., rn−1

+ ω̄qn−1, ωr0 + q0, ωr1 + q1, ..., ωrn−1 + qn−1) (4)

ci = (1 + v)ri + vqi, i = 0, 1, ..., n− 1其中， 。

∀a ∈ R a ϕ(a)

wG(a) = wH(ϕ(a)) x = (x0, x1, ...,

xn−1) ∈ Rn wG(x) = wH(ϕ(x)) Rn

x y dG(x,y) =

wG(x− y) R C

dG(C) = min{dG(c, c′)|c, c′ ∈ C, c ̸= c′}

对 ，定义 的Gray重量为 的汉明重

量 ， 即 。 向 量

的Gray重量为 。

中 向 量 与 的 G r a y 距 离 定 义 为

。定义环 上线性码 的极小Gray距离为

。

根据上述定义，可以得到如下结论：

C R n

ϕ(C) F4m 2n ϕ

C ϕ(C)

命题 1　设 是环 上长为 的线性码，则

是有限域 上长为 的线性码。映射 是从

(Gray距离)到 (汉明距离)的保矩映射。

∀k1, k2 ∈ F4m x,y ∈ Rn

ϕ(k1x+ k2y) = k1ϕ(x) + k2ϕ(y) ϕ(C)

F4m 2n c, c′ ∈ C dG(c, c
′) =

wG(c− c′) wH(ϕ(c− c′)) = wH(ϕ(c)− ϕ(c′)) =

dH(ϕ(c), ϕ(c′)) ϕ C ϕ(C)

证明　对 及 ，易证得

。因此， 是有限

域 上长为 的线性码。任取 , 

 =  

，因此， 是从 (Gray距离)到

(汉明距离)的保矩映射。 证毕

C = (1 + v)Cv ⊕ vC1+v R

n dG C

Cv, C1+v k1, k2 G1,G2

ϕ(C) [2n, k1 + k2, dG]4m(
G1 ωG1

ω̄G2 G2

)

命题2　设 是环 上长为

的线性码， 为 的极小Gray距离，线性码

的维数分别为 ，生成矩阵为 ，

则 具 有 参 数 和 生 成 矩 阵

。

ϕ(C) 2n

dG |ϕ(C)| = |C| = |Cv| · |C1+v| =
(4m)k1+k2 ϕ(C) k1 + k2 C(

(1 + v)G1

vG2

)
ϕ(C)

证明　由命题1知， 具有码长 和极小汉

明 距 离 。 因 为

，所以 具有维数 。又因为 具

有生成矩阵 ，所以 具有生成矩阵(
ϕ((1 + v)G1)

ϕ(vG2)

)
=

(
G1 ωG1

ω̄G2 G2

)
 证毕

ϕ(C)

dG ≤ min{2dH(Cv), 2dH(C1+v)} Fq+

vFq(v
2 = v) φ : a+ vb → (a, a+ b)

dH(φ(C)) = min{dH(Cv), dH(C1+v)}

注　从生成矩阵可以看出， 的极小距离

，而在非链环

上常用Gray映射

的作用下， 。

对比发现，本文定义的Gray映射能够提高Gray像

的极小距离，这对构造参数好的量子码具有重要的

意义。

C R n

ϕ(C⊥H ) = ϕ(C)⊥H C⊥H ⊆ C ϕ(C)⊥H

⊆ ϕ(C)

定理 2　设 是环 上长为 的线性码，则

。特别地，若 ，则

。

c1 = (1 + v)r1 + vq1 ∈ C c2 =

(1 + v)r2 + vq2 ∈ C⊥H r1, r2, q1, q2 ∈ Fn
4m

证 明 　 任 取 ,  

，其中 ，则

⟨c1, c2⟩H = ((1 + v)r1 + vq1)((1 + v)r̄2 + vq̄2)

= (1 + v)r1r̄2 + vq1q̄2 (5)

⟨c1, c2⟩H = 0 r1r̄2 = 0 q1q̄2 = 0因为 ，所以 且 。因此
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⟨ϕ(c1), ϕ(c2)⟩H =ϕ(c1)ϕ(c2)

=(r1 + ω̄q1)(r̄2 + ωq̄2)

+ (ωr1 + q1)(ω̄r̄2 + q̄2)

=(1 + ωω̄)r1r̄2 + (1 + ωω̄)q1q̄2 = 0
(6)

ϕ(C⊥H ) ⊆ ϕ(C)⊥H这表明 。另外，

|ϕ(C⊥H )| = |C⊥H | = |R|n

|C|
=

(4m)
2n

|ϕ(C)|
= |ϕ(C)⊥H |

(7)

ϕ(C⊥H ) = ϕ(C)⊥H C⊥H ⊆ C

ϕ(C)⊥H = ϕ(C⊥H ) ⊆ ϕ(C)

因此， 。 特别地，若 ，

则 。 证毕 

4    环R上的厄米特对偶包含常循环码

C = (1 + v)Cv ⊕ vC1+v R n

λ = α+ vβ = (1 + v)α+ v(α+ β) R

α, β ∈ F4m Fq2 + vFq2

q

q = 2m

设 是环 上长为 的线性

码， 是环 的一个

单位，其中 。文献[16]给出了环

上常循环码的一些基本性质， 为素数方幂。令其

中 ，可以直接得到下面两个结论。

C R λ Cv

F4m α C1+v F4m (α+ β)

命题3　 是环 上的 -常循环码当且仅当 是

域 上的 -常循环码， 是域 上的 -

常循环码。

C R λ

C⊥H = (1 + v)C⊥H
v ⊕ vC⊥H

1+v C⊥H
v C⊥H

1+v

F4m α−2m (α+ β)−2m

命题 4　设 是环 上的 -常循环码，则

，其中 ， 分别

是域 上的 -常循环码和 -常循环码。

从命题4容易得出：

C R λ

C⊥H ⊆ C C⊥H
v ⊆ Cv C⊥H

1+v ⊆ C1+v

引理 1　设 是环 上的 -常循环码，则

的充分必要条件是 且 。

C⊥H ⊆ C

α−2m = α (α+ β)−2m = α+ β C⊥H

R λ

由命题3、命题4及引理1易知，满足

的必要条件是 且 ，即

也是环 上的 -常循环码。

C R λ ω

F4m α = ωµ1(2
m−1), α+

β = ωµ2(2
m−1) µ1, µ2 ∈ {0, 1, ..., 2m} C⊥H

R λ

引理2　设 是环 上的 -常循环码， 是有限

域 的 一 个 本 原 元 。 令

，其中 ，则

也是环 上的 -常循环码。

ω4m = ω α−2m = ωµ1(−4m+2m)

= ωµ1(2
m−1) = α (α+ β)−2m =

α+ β C⊥H R λ

证明　因为 ，所以

。类似地，可以证明

。由命题4和命题3知， 也是环 上的 -常
循环码。 证毕

Fq2 q

C = ⟨g(x)⟩
Fq2 n η ordq2(η) = r

gcd(q, n) = 1 rn δ

δn = η xn − η =
∏n−1

i=0
(x− δ1+ir) Ω =

{1 + ir|0 ≤ i ≤ n− 1}n− 1} j ∈ Ω

Crn
j j q2 rn

Z = {j ∈ Ω|g(δj) = 0} C

接下来补充一个有限域 ( 为素数方幂)上厄

米特对偶包含常循环码的结论。设 是有

限域 上长为 的 -常循环码， 且

，则存在一个 次本原单位根 使得

， 即 。 令

， 对 每 个 ， 记

为 包 含 的 - 模 的 分 圆 陪 集 。 称 集 合

为常循环码 的定义集，它是

Crn
j一些分圆陪集 的并集。

C Fq2 n η
Z C⊥H η

C⊥H ⊆ C Z ∩ Z−q = ∅ Z−q =

{−qj mod rn|j ∈ Z}

引理3 [3 ] 设 是有限域 上长为 的 -常循环

码，其定义集为 。若 也是一个 -常循环码，

则 当 且 仅 当 ， 其 中

。

R根据引理1—引理3，可以得到环 上常循环码

是厄米特对偶包含码的一个判定条件。

C R n λ

α = ωµ1(2
m−1), α+ β = ωµ2(2

m−1) µ1, µ2 ∈ {0, 1, ...,
2m} Z1 Z2 F4m Cv

C1+v C⊥H ⊆ C Zi ∩ Zi
−2m

= ∅, i = 1, 2 Zi
−2m = {−2mj mod rin|j ∈ Zi}

r1 = ord4m(α) r2 = ord4m(α+ β)

定理3　设 是环 上长为 的 -常循环码，

，

。设 和 分别是域 上常循环码 和

的定义集，则 当且仅当

，其中 ,

， 。

α = ωµ1(2
m−1)

α+ β = ωµ2(2
m−1) C⊥H

v F4m α

C⊥H
1+v F4m (α+ β)

C⊥H
v ⊆ Cv C⊥H

1+v ⊆ C1+v

Zi ∩ Zi
−2m = ∅

C⊥H ⊆ C Zi ∩ Zi
−2m = ∅

证 明 　 由 引 理 2 知 ， 当 ，

时， 是域 上的 -常循环

码， 是域 上的 -常循环码。根据引理

3 ， 此 时 及 当 且 仅 当

。再由引理1及等价的传递性可

知， 当且仅当 。 证毕 

2m5    元域上量子码的构造

λ = (1 + v)α+ v(α+ β) α = ωµ1(2
m−1)

α+ β = ωµ2(2
m−1) µ1, µ2 ∈ {0, 1, ..., 2m}

R λ

2m

设 ，且 ，

， 。根据定

理1—定理3，本节给出一种利用环 上 -常循环码

来构造 元量子码的方法，具体如下：

C = (1 + v)Cv ⊕ vC1+v R

n λ Z1 Z2 Cv C1+v

i = 1, 2 Zi ∩ Zi
−2m = ∅

[[2n, 2k − 2n,≥ d]]2m k

d ϕ(C)

定理4　设 是环 上长为

的 -常循环码， 和 分别是码 和 的定义

集，若对 都有 成立，则存在

一个参数为 的量子码，其中 和

分别为线性码 的维数和极小汉明距离。

i = 1, 2

Zi ∩ Zi
−2m = ∅ C⊥H ⊆ C

ϕ(C)⊥H ⊆ ϕ(C) ϕ(C) F4m

ϕ(C) [2n, k, d]4m

[[2n, 2k − 2n,≥ d]]2m

证 明 　 根 据 定 理 3 ， 若 对 都 有

成立，则 。再由定理2可

得 ，即 是有限域 上的厄米

特对偶包含码。又因为 具有参数 ，

由定理1知，存在一个参数为 的

量子码。 证毕

下面通过两个具体的例子来解释定理4中的构

造方法。

m = 2, n = 17, µ1 = 0, µ2 = 1

α = ω0 = 1, α+ β = ω3 C R = F42 + vF42

17 (1 + v + vω3)

ord42(α)=1, ord42(α+ β)=5 Z1=C17
1 ={1, 16},

Z2 = C85
1 ∪ C85

6 = {1, 16, 6, 11} Cv = ⟨g1(x)⟩ =
⟨x2 + ω3x+ 1⟩ C1+v = ⟨g2(x)⟩ = ⟨(x2 + ω2x+ ω3)

(x2 + ω3x+ ω3)⟩ Z−4
1 = {13, 4} Z−4

2 =

{81, 21, 61, 41} i = 1, 2 Zi ∩ Zi
−4 = ∅

例 1 　 设 ， 则

，即 是环

上 长 为 的 - 常 循 环 码 。 易 知

。设

 ，则

,  

。 此 外 ， ，

。因此对 有 。由
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ϕ(C)

ϕ(C) ϕ(C)

[34, 28, 5]42

[[34, 22,≥ 5]]4 R =

F42 + vF42 17 (1 + v + vω3)

xk + a1x
k−1 + ...+ ak−1x+ ak 1a1...ak

命题 2知， 具有码长 3 4和维数 2 8。借助

MAGMA软件，通过命题2中生成矩阵可以计算出

的极小汉明距离为5。因此， 具有参数

。根据定理4，可以构造出一个参数为

的新量子码。类似地，利用环

上长为 的 -常循环码，通

过选择不同的定义集，可以得到多个码长为34的
4元新量子码，如表 1所示，其中生成多项式

被简记为 。

d
k

n

[[34, 22,≥ 5]]4

[[33, 21, 4]]4 [[36, 22, 4]]4

[[34, 18,≥ 6]]4 [[33, 13, 5]]4 [[32, 15, 6]]4

[[34, 14,≥ 7]]4 [[34, 10,≥ 8]]4

[[32, 10, 7]]4 [[33, 6, 8]]4 [[34, 6,≥ 9]]4

[[40, 2, 8]]4

注　从极小距离 和码率 两个方面，将表1中

量子码与通用量子码表文献[17]中相近长度的最优

量子码参数进行比较，可以发现： 比

文献[17]中的 及 具有更好的参数；

比文献[17]中的 及

参数更好； 和 分别比文献[17]

中的 和 的码率更大；

比文献[17]中的 具有更好的参数。

m = 3, n = 35, µ1 = 0, µ2 = 3

α = ω0 = 1, α+ β = ω21 C R = F43 +

vF43 35 (1 + v + vω21)

ord43(α) = 1, ord43(α+ β) = 3 Z1 = C35
5 ∪ C35

6

= {5, 6, 34},Z2 = C105
10 = {10} Cv = ⟨g1(x)⟩ =

⟨(x+ ω9)(x2+ω57x+ω9)⟩ C1+v=⟨g2(x)⟩=⟨x+ω6⟩

例 2 　 设 ， 则

，即 是环

上长为 的 -常循环码。易知

。 设

 ， 则

， 。

Z−8
1 = {30, 22, 8} Z−8

2 = {25} i = 1, 2

Zi ∩ Zi
−8 = ∅ ϕ(C)

ϕ(C) 4

ϕ(C) [70, 66, 4]82

[[70, 62,≥ 4]]8

[[70, 46, 3]]8

此外， ， 。因此对

有 。由命题2知， 具有码长70和

维数66。借助MAGMA 软件，通过命题2中生成矩

阵可以计算出 的极小汉明距离为 。因此，

具有参数 。根据定理4，可以构造出

一个参数为 的新量子码，它比量子码

表文献[17]中的 具有更大的极小距离和维数。

F42 + vF42 F43 + vF43

n

[[6, 2, 3]]4 [[10, 2, 5]]8

[[14, 10, 3]]8 [[14, 8, 4]]8 [[42, 38, 3]]8

[[n, k, d]]q 2d ≤ n− k + 2

[[30, 24,≥ 3]]4 [[34, 26,≥ 4]]4 [[70, 62,≥ 4]]8 [[98,

92,≥ 3]]8 [[126, 118,≥ 4]]8 2d ≥ n− k

n > q2 + 2

表2和表3分别利用环 及

上长为 的常循环码构造出一些不同长度的4元和

8元新量子码。与量子码表文献[17]及文献[15]中的

量子码相比，它们具有更大的码率或者极小距离，

即参数更优。特别地，表中量子码 , ,

, , 为量子MDS码(量

子码参数 必须满足 ，使等式

成立的量子码称为量子MDS码)。此外，量子码

,  ,  ,  

,  的参数满足 。

考虑到当 时，量子MDS码不存在，因此

这些码的参数也是最优的。 

6    结束语

R = F4m + vF4m

F4m R

本文定义了一个从有限环 到有

限域 上的Gray映射，研究了环 上厄米特对偶

包含常循环码的条件，在此基础上提出了一种构造

表 1  码长为34的新的4元量子码

g1(x) g2(x) ϕ(C) [[n, k, d]]4

1ω31 (1ω2ω3)(1ω3ω3) [34,28,5]16 ≥[[34,22, 5]]4

(1ω31)(1ω61) (1ω2ω3)(1ω3ω3) [34,26,6]16 ≥[[34,18, 6]]4

(1ω31)(1ω61) (1ω3ω3)(1ω11ω3)(1ω13ω3) [34,24,7]16 ≥[[34,14, 7]]4

(1ω31)(1ω61)(1ω1) (1ω3ω3)(1ω11ω3)(1ω13ω3) [34,22,8]16 ≥[[34,10, 8]]4
(1ω31)(1ω61)(1ω1) (1ω3ω3)(1ω11ω3)(1ω13ω3)(1ω6ω3) [34,20,9]16 ≥[[34,6, 9]]4

表 2  新的4元量子码

n λ g1(x) g2(x) ϕ(C) [[n, k, d]]4 [[n′, k′, d′]]4

3 1 + v + vω3 1ω5 1ω [6, 4, 3]16 [[6, 2, 3]]4 MDS

7 1 + v + vω3 1011 1ω90ω12 [14, 8, 6]16 [[14, 2,≥ 6]]4 [[14, 0, 4]]4 [15]

11 1 + v + vω3 1ω511ω101 1ω8ω6ω9ω71 [22, 12, 7]16 [[22, 2,≥ 7]]4 [[24, 0, 6]]4 [17]

15 1 (1ω)(1ω2) 1ω4 [30, 27, 3]16 [[30, 24,≥ 3]]4 [[31, 21, 3]]4[17]

17 1 1ω31 1ω61 [34, 30, 4]16 [[34, 26,≥ 4]]4 [[34, 24, 4]]4[15]

19 1 + v + vω3 1ω100ω10ω10ω5ω5ω51 1ω70ωω13ω5ω2ω11ω8 [38, 20, 11]16 [[38, 2,≥ 11]]4 [[40, 2, 8]]4 [17]

45 1 (1ω)(100ω4) (1ω2)(100ω5) [90, 82, 4]16 [[90, 74,≥ 4]]4 [[90, 66, 4]]4[17]

63 1 + v + vω3 111ω5 1ω [126, 122, 3]16 [[126, 118,≥ 3]]4 [[127, 113, 3]]4[17]

77 1 1ω511ω101 1011 [154, 146, 4]16 [[154, 138,≥ 4]]4 [[154, 128, 4]]4[17]

85 1 (1ω2ω3)(1ω4ω6) (1ω9ω9)(1ω8ω12) [170, 162, 4]16 [[170, 154,≥ 4]]4 [[171, 151, 4]]4[17]

91 1 + v + vω3 1ω4ω131 (1ω3ω8ω9)(1ω7ω4ω9) [182, 173, 5]16 [[182, 164,≥ 5]]4 [[185, 149, 5]]4[17]
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F8

2m

元量子码的新方法，并据此构造了有限域 和

上的一些新量子码。通过不同有限环上的常循环

码构造更多 元新量子码是一个值得继续探索的

问题。
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