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摘   要：针对有幅相误差的互质阵列，提出了一种基于协方差矩阵重构的鲁棒自适应波束形成方法。该方法的主

要思想是重构信号的协方差矩阵。如果幅相误差存在且无法被忽视，协方差矩阵重构的精度会受到幅相误差的影

响。为了消除幅相误差的影响，准确地重构信号的协方差矩阵，提出了一种基于最小二乘(TLS)的方法。首先，

建立了含有幅相误差的协方差矩阵重构的基本模型。然后，将问题转化为变量误差(EIV)模型。再将幅相误差的

校准转换为与幅相误差相关的误差矩阵的估计，再利用估计结果得到信号协方差矩阵的有效估计。为了解决误差

矩阵估计问题，提出了一种交替下降算法。仿真结果表明，即使在存在幅相误差的情况下，该方法仍能提高协方

差矩阵的重建精度，并且自适应波束的性能优于现有算法。
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Abstract: A robust adaptive beamforming method based on covariance matrix reconstruction for a coprime

array with gain/phase uncertainties is proposed. The main idea of this method is to reconstruct the covariance

matrix of the signals. However, the accuracy of the reconstruction of the covariance matrix might be influenced

by the gain/phase uncertainties . To eliminate the influence of the gain/phase uncertainties and reconstruct

accurately the covariance matrix of the signals, a Total Least Squares (TLS) based method is proposed. First,

the basic model of the covariance matrix reconstruction with gain/phase uncertainties is established. Then, the

problem is converted into an Errors In Variables (EIV) model. The calibration of the gain/phase uncertainties

is then converted into the estimation of an error matrix related to the gain/phase uncertainties. An alternating

descent algorithm is developed to solve this problem. Simulation results showed that the proposed method can

improve the accuracy of the reconstruction of the covariance matrix and is effective for adaptive beamforming.
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1    引言

在阵列信号处理中，互质阵列[1]的研究是近年

来备受关注的课题。利用互素数的性质和互素数组

的互质阵，可以得到一个更大的虚拟阵列。众所周

知，更大的阵列意味着更大的阵列孔径，这将有助

于提高分辨率和干扰抑制能力。互质采样的优点是

有助于提高DOA估计的自由度。此外，一些研究

将互质采样用于自适应波束形成研究。在文献[2]
中，基于压缩感知理论[3]，提出了一种适用于互质

阵列的自适应波束形成算法，该算法充分利用了压

缩感知和互质阵列的优点，结果表明该方法比其他

方法具有更好的性能。文献[4–6]提出了几种稳健自

适应波束形成算法，但这些算法均是在理想条件

下，未考虑幅相误差的影响。

然而，在实际阵列中，从阵列接收的信号包含

幅相误差。如果幅相误差存在但被忽视，则自适应

波束形成的性能会受到影响。因此，如何校准幅相

误差是一个非常重要的问题。为了解决该问题。许

多算法被提出。大多数提出的算法，例如基于特征

结构的自校准方法 [7,8]，可以精确校准幅相误差。
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然而，在低信噪比和快照数较少的情况下，这些算

法的性能会急剧下降。文献[9,10]提出了一种基于

压缩感知的幅相误差校准算法，但该算法主要用于

直线阵列。文献[11]提出了一种幅相误差条件下的

稳健自适应波束形成算法，该算法主要用于均匀直

线阵。文献[12]提出了一种扰动情况下的阵列信号

处理模型，该方法针对均匀直线阵，将阵列扰动视

为一个与信号相关的误差，建立了一个扰动存在条

件下的信号接收模型，将扰动的校准问题转化为了

对误差参数的估计问题，并利用文献[13,14]中的最

小二乘算法实现参数的有效估计。

为了在低信噪比和少量快照的情况下准确地校

准幅相误差并重构信号的协方差矩阵，本文提出了

一种基于最小二乘(TLS)的方法。首先，建立了具

有幅相误差的协方差矩阵重构的基本模型。然后将

问题转化为变量误差(EIV)模型，此时问题就转化

为估计与幅相误差相关的误差矩阵，而不是直接校

准幅相误差，并提出一种交替下降算法来估计误差

矩阵和重构协方差矩阵。该方法有望消除幅相误差

的影响，并优于部分其他算法。最后利用重构的信

号协方差矩阵进行自适应波束形成，从而降低幅相

误差的影响。 

2    信号模型

Nd N

Md d = λ/2

λ M < N

2M +N − 1

考虑两个均匀直线阵列，第1个阵列包含2M个

阵元，阵元之间的间距为 ，第2个阵列包含 个

阵元，阵元之间的间距为 。其中， ，

表示波长，M和N满足 。根据质数的性

质，这两个均匀直线阵列可以等效为一个包含

个阵元的互质阵列。此时，该互质阵

的信号接收模型可表示为

x(t) = xs(t) + xi(t) + n(t) (1)

t t xs(t) = a(θs)s(t)

a(θs) θs

xi(t) n(t)

其中， 表示第 次快拍。 表示阵列

输出的目标信号， 表示导向矢量， 表示信号

的实际方位信息， 表示干扰信号， 表示均

值为0方差为1的高斯白噪声。

为了自适应地抑制干扰，实现对实际目标的有

效探测，常常会选择合适的自适应波束形成算法对

干扰进行抑制。其中，最常用的一种自适应波束形

成算法就是线性约束最小方差(Linearly Constrained
Minimum Variance, LCMV)算法。LCMV算法中

最重要的步骤是获得优化的权值向量。该权值向量

可以表示为

w =
R−1a(θs)

aH(θs)R−1a(θs)
(2)

R其中， 表示信号的协方差矩阵，其表达式为

R =E
[
xxH]

=

K∑
i=1

E
[
|si|2

]
a(θi)a

H (θi) + σ2I (3)

si I其中，K表示信号的个数， 表示信号的幅度。 表

示单位阵。

[−90◦, 90◦]

由压缩感知理论可知，压缩感知重构算法能够

精确重构信号的一个前提是信号在空域上满足稀疏

性，为了满足信号的稀疏性，将整个信号空间

划分成Q等份，同时将信号的协方差矩阵

向量化，此时可得

r = vec(R) = Bp+ σ2
nvec(I) (4)

B = [a∗(θ1)⊗ a(θ1),a
∗(θ2)⊗ a(θ2), ...,a∗(θQ)

⊗a(θQ)] p =
[
0, ..., s2s, ..., s

2
2, ..., s

2
K , ..., 0

]
∈ CQ×1

⊗ s2s

s22, ..., s
2
K σ2

n

其中，

,  ,

表示Kronecker积， 表示目标信号的功率，

表示K–1个干扰信号的功率， 表示噪声

信号的功率。

以上模型建立在阵列精确已知的理想情况下，

但在实际系统中，由于雷达系统器件本身的非理想

性，比如滤波器特性不一致、放大器的幅相特性不

一致等因素，会导致阵列幅相误差的出现，且这些

误差在实际系统中无法避免，幅相误差的存在，会

导致雷达参数估计性能的下降。考虑幅相误差，令

Γ =diag[1, Γ2, ..., Γ2M+N−1]
T

=diag
[
1, ρ2ejϕ2 , ..., ρ2M+N−1ejϕ2M+N−1

]T
(5)

Γi

ρi ϕi

表示幅相误差矩阵。其中， 表示第i个阵元的幅

相误差， 和 分别表示第i个阵元的幅度误差和

相位误差。此时，向量化的信号协方差矩阵可

表示为

r′ = vec(R′) = B′p+ σ2
nvec(I) (6)

B′=[Γ ∗a∗(θ1)⊗Γa(θ1), ...,Γ ∗a∗(θQ)⊗Γa(θQ)]

∗
其中， ,

“ ”表示共轭。

根据Kronecker积的运算性质，

Γ ∗a∗(θi)⊗ Γa(θi) = (Γ ∗ ⊗ Γ ) [a∗(θi)⊗ a(θi)] (7)

因此有

B′ = (Γ ∗ ⊗ Γ )B = Γ ′B (8)

Γ ′ = Γ ∗ ⊗ Γ其中， 。

此时，信号的协方差矩阵的向量化形式可表

示为

r′ = Γ ′Bp+ n′ (9)

n′ = σ2
nvec(I)其中， 。

B

Γ ′
从上述模型中可以看出，由于 跟阵列相关，

因此可认为是已知的，如果能够准确估计出 和
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p，则可以在存在幅相误差的情况下准确构建信号

协方差矩阵。 

3    提出的方法

为了得到该问题的求解，我们首先将式(9)中
的模型转换为一个EIV模型

r′ =Γ ′Bp+ n′

= [B + (Γ ′ − I)B]p+ n′

= [B +E]p+ n′ (10)

E = (Γ ′ − I)B

E

其中， 表示和幅相误差矩阵相关的

误差矩阵。此时，对幅相误差的估计问题就转化为

了对误差矩阵 的求解问题。通过文献[12–14]，
式(10)中的问题可转换为对以下问题的求解

argmin
p,E,n′

∥[E n′]∥2F + λ∥p∥1

s.t. r′ = [B +E]p+ n′

 (11)

∥ · ∥F ∥ · ∥1其中 表示F范数， 表示1范数。

Ep

式(11)的问题中，主要目标是利用有效的参数

估计算法，实现对未知参数的有效估计。但是由于

和误差矩阵相关的 的存在，式(11)中的求解问

题是一个非凸优化的问题，难以直接通过凸优化算

法进行参数的求解。为了解决该问题，将式(11)中
的优化问题转换为一个无约束的优化问题，可转

化为

min
p,E

∥E∥2F + ∥r′ − [B +E]S∥22 + λ∥p∥1,2 (12)

E p通过式(12)可以得到 和 的求解，但该问题

仍然是一个非凸优化问题，仍然无法直接求解，为

了得到问题的求解，本文中采用梯度下降算法，通

过迭代的方式进行求解。该算法主要通过迭代对多

个未知参数进行求解，首先假设其中一个待求解的

参数是已知的，然后利用该参数求解另一个未知参

数，再利用求解的参数估计另外的未知参数，直到

迭代收敛，从而得到多个未知参数的求解。

E

p

首先，假设误差矩阵 是已知的，在第i次迭

代过程中，稀疏目标信号和干扰信号向量 可通过

式(13)进行求解：

min
pi

∥∥pi
∥∥
1,2

s.t.
∥∥r′ − [

B +Ei−1
]
pi
∥∥
F ≤ ε (13)

ε其中， 为常数。

l1/l2

p

式(13)中的问题可通过压缩感知信号重构方法

进行求解，例如 混合范数优化方法、贪婪算法

等，本文选择贪婪算法进行问题的求解，主要选择

OMP(Orthogonal Matching Pursuit)算法，OMP
算法的最大特点就是操作简单、计算复杂度较低。

得到了稀疏目标信号和干扰信号向量 的估计，将

p

Ei

估计得到的稀疏信号向量 代入式(12)，可以得到

误差矩阵 的估计如式(14)所示

Ei = min
E

∥E∥22 +
∥∥r′ − [B +E]pi

∥∥2
F (14)

E

E

对式(14)关于 求偏导数并等于0，可得到误差

矩阵 的求解

Ei =
[
r′ −Bpi

] (
pi
)T[

I + pi
(
pi
)T]−1

(15)

E

E0 = 0
p

E

p

B

本文提出的算法主要是将贪婪算法和最小二乘

算法相结合，进行参数的估计。其中误差矩阵 的

初始化为 。该算法主要包括两个关键步

骤：式(13)中对稀疏目标信号和干扰信号向量 的

估计以及式(14)中对和幅相误差相关的误差矩阵

的估计。当满足迭代终止条件时，迭代终止。通过

估计的稀疏目标信号和干扰信号向量 ，以及已知

的 ，可以通过式(4)得到信号的协方差矩阵向量化

的有效估计：

r = Bp (16)

从而得到重构的信号协方差矩阵，并将其代入

式(2)中，得到自适应波束形成的加权向量的有效

估计，从而得到互质阵列的自适应波束形成结果

y(t) = wHx(t) (17)

建立了信号模型，并提出了估计幅相误差和重

建信号协方差矩阵的方法。第4节将进行仿真分

析，以验证所提方法的有效性。 

4    仿真分析

2M = 10 N = 11

θs = 15◦

θ1 = 45◦

U = [−0.2, 0.2]

U = [−20◦, 20◦]

对于所有的仿真试验，假设两个均匀直线阵的

阵元数目分别为 以及 ，假设1个目

标信号和1个干扰信号，信号角度分别为 ,
。对于幅相误差，假设幅度误差和相位误

差均满足均匀分布，其中，幅度误差为 ，

相位误差为 。

首先利用重构得到的信号协方差矩阵，得到自

适应波束形成的最优权系数，得到自适应波束形成

之后的方向图，并和含有幅相误差情况下直接进行

自适应波束形成以及理想情况下的自适应波束形成

结果比较。

从图1可以看出，在含有幅相误差的高信噪比

条件下，利用本文提出的算法对信号的协方差矩阵

进行重构之后再做自适应波束形成，得到的波束方

向图基本和理想的均匀直线阵的结果相近。和含有

幅相误差的结果相比，提出的算法在很大程度上降

低了幅相误差的影响，得到的方向图旁瓣更低，干

扰方向的零陷更深。

为了进一步验证提出的方法的有效性，进行蒙
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多卡罗仿真试验，分别仿真了相干信号和非相干信

号的蒙多卡罗仿真试验，通过输出信干噪比进行不

同方法的衡量比较

OutputSINR =
σ2
s

∣∣wHa(θs)
∣∣2

wHRw
(18)

σ2
s a(θs)其中， 是目标信号的功率， 是目标信号的导

向矢量。蒙特卡罗分析次数为500次。我们将本文

方法与文献[15]中基于稀疏表示技术(SR technique)
的鲁棒自适应波束形成方法和文献[2]中的互质阵列

自适应波束形成方法(CA-ABF)进行比较。

首先仿真分析不同信噪比条件下，不同方法的

输出信干噪比，信噪比从–20 dB到20 dB间变化，

结果如图2所示。

从图2可以看出，当SNR较低时，输出SINR将

显著降低。由于信噪比较低，信号协方差矩阵的估

计偏差较大。当信噪比较高时，信号协方差矩阵被

准确估计，输出信噪比显著提高。与其他方法相

比，本文提出的方法的输出信噪比更高。当考虑到

信号相干问题时，基于压缩感知的方法基本不受信

号相干性的影响。

接着仿真分析不同快拍数条件下，不同方法的

输出信干噪比，快拍数的变化范围为10～100，结

果如图3所示。

图3中，当快拍数量较少时，信号的协方差矩

阵估计有一定的偏差，导致输出SINR低于快照较

多的情况。当快拍数量增加时，输出SINR增加并

趋于稳定。与其他方法相比，本文方法的输出信噪

比也更高。 

5    结论

在本文中，针对存在幅相误差的互质阵列，提

出了一种基于协方差矩阵重构的鲁棒自适应波束形

成方法。首先，建立了协方差矩阵重构的基本模型。

然后我们要解决的问题变成了EIV问题。然后，将

 

 
图 1 自适应波束形成方向图

 

 
图 2 不同信噪比下输出信干噪比

 

 
图 3 不同快拍数下输出信干噪比
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幅相误差校准问题转换为与幅相误差相关的误差矩

阵的估计。为了解决这一问题，提出了一种基于

TLS的交替下降算法。从仿真结果可以看出，相对

于不同的信噪比和快照，该方法可以获得比其他方

法更好的性能。但目前我们的研究还存在一些局限

性，仍然面临着失配问题。这影响了它在实际系统

中的应用。
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