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摘   要：有限新息率(FRI)采样理论可以远低于信号Nyquist频率的采样速率实现对脉冲流信号的欠采样。经典的

FRI重构算法大多基于傅里叶系数进行运算，其中存在大量的对复数矩阵的奇异值分解，降低了算法的执行效

率。针对该问题，该文提出基于傅里叶系数实部的脉冲流信号FRI采样及重构方法。首先利用离散余弦变换从脉

冲流信号的低速采样值中获取其傅里叶系数实部信息，并在重构算法中使用实部的Toeplitz矩阵以提高奇异值分

解(SVD)的效率；其次，为了提升经典的零化滤波器算法的鲁棒性，该文从傅里叶系数实部协方差矩阵的旋转不

变特性以及零空间特性出发，提出基于离散余弦变换的协方差矩阵分解算法以及基于离散余弦变换的零空间搜索

算法来估计脉冲流信号的特征参数，并针对出现的共轭根问题，提出基于交替方向乘子法的去共轭算法。仿真结

果表明：在信号新息率较高的情况下，使用傅里叶系数实部信息会极大提高算法的执行效率，同时保证参数估计

的准确性。
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Abstract: The Finite Rate of Innovation (FRI) theory can realize the sub-Nyquist sampling of pulse streams

signal by a sampling rate much lower than its Nyquist frequency. Most classical FRI reconstruction algorithms

operate on the basis of Fourier coefficients, and there is a lot of singular value decomposition of complex

matrices, which reduces the efficiency of the algorithm. To solve this problem, an FRI sampling and

reconstruction method based on the real part of Fourier coefficients is proposed in this paper. Firstly, the

discrete cosine transform is used to obtain the real part of Fourier coefficients information from the low-speed

sampling value of the pulse flow signal, and the Toeplitz matrix of the real part is used in the reconstruction

algorithm to improve the efficiency of the Singular Value Decomposition (SVD). Secondly, in order to improve

the robustness of the classical annihilating filter algorithm, a covariance matrix decomposition algorithm and a

null space searching algorithm are proposed from the rotation invariant feature and the null space property of

the real covariance matrix. The two methods are based on the discrete cosine transform to estimate

characteristic parameters of the pulse stream signal. For the conjugate root problem, a new method of

deconjugation based on the alternating direction multiplier is proposed in this paper. The simulation results

show that using the real part information of Fourier coefficients can greatly improve the efficiency of the

algorithm and ensure the accuracy of parameter estimation when the rate of innovation of the signal is high.
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1    引言

经典香农采样定理在处理参数化大带宽信号时

效率十分低下[1,2]。这类大带宽信号广泛应用于雷

达[3]、频谱感知[4]、超声成像[5]、地球物理[6]、心电

信号监测[7]以及辐射源定位[8]等领域中，因而针对

此类信号的欠采样问题的研究，具有十分重要的

意义。

有限新息率(Finite Rate of Innovation, FRI)
采样理论可以远低于信号Nyquist频率的采样速率

实现对这类单位时间内由有限参数决定的大带宽信

号的欠Nyquist采样与重构[8–11]。针对其参数重构过

程，Vetterli等人[11]提出了零化滤波器算法，但是

算法抗噪声性能不足；Qiu等人[12]提出了基于低秩

矩阵分解的Cazdow去噪算法，但是迭代过程需要

进行大量的奇异值分解；Simeoni等人[13]提出了基

于交替投影的迭代估计算法，但是算法对采样率具

有严苛的要求，且算法同样采用大量的奇异值分

解。经典的依赖于奇异值分解的谱估计算法如矩阵

束算法[14]、多重信号分类算法[15]、旋转不变子空间

算法[16]等也广泛应用到FRI参数的估计过程中。因

此，奇异值分解是FRI谱估计方法的核心，也是最

为耗时的一步[17–19]。

对于复数矩阵的奇异值分解过程的执行速度远

远低于仅使用实部信息的相同规模的矩阵[20]。因此，

如果在谱估计算法中仅使用傅里叶系数实部信息，

会极大地提高参数估计过程的执行效率。

文献[21]提出了一种基于傅里叶系数实部的谱

估计算法。该算法利用希尔伯特变换，从获取到的

傅里叶系数实部中解析出完整的傅里叶系数信息。

这样的方案面临两个主要问题：首先，离散希尔伯

特变换的精度十分依赖于系统的采样率；其次，脉

冲流信号的新息率会极大影响希尔伯特变换的效果。

为了能够从有限的傅里叶系数实部信息中实现

准确的参数估计，文献[22]改进了经典的零化滤波

器算法，使其适用于基于傅里叶系数实部信息的参

数估计。然而，在噪声环境下此零化滤波器算法的

鲁棒性不足；而且，这种零化滤波器的使用会产生

共轭根问题，即对同一个时延参数会求解出两个有

效的估计值，这对信号的测量过程产生极大的干扰。

文献[23]面向脉冲流信号提出了基于双通道调

制的傅里叶系数实部的获取方法。然而，在参数估

计环节，观测矩阵的RIP特性无法保证[24,25]，而且

算法的执行效率非常低下。

现有的针对傅里叶系数实部的零化滤波器算法

理论并不完善，因此本文首先证明了针对傅里叶系

数实部的零化滤波器系数的存在性以及唯一性。对

于实际的测量过程，本文提出使用离散余弦变换从

低速采样值中直接获取脉冲流信号的傅里叶系数实

部信息，并充分利用傅里叶系数实部协方差矩阵的

旋转不变特性以及傅里叶系数实部Toeplitz矩阵的

零空间特性，提出基于离散余弦变换的协方差矩阵

分解算法 (Covariance matrix Decomposition
based on Discrete cosine transform, CDoD)以及基

于离散余弦变换的零空间搜索算法 (Null Space
searching based on Discrete cosine transform,
NSoD)，以此解决针对傅里叶系数实部的零化滤波

器算法本身存在的抗噪声性能差、鲁棒性弱的问

题。同时，本文提出基于交替方向乘子迭代框架的

去共轭根算法，利用空间搜索与循环迭代的方式，

解决参数估计过程的共轭根问题。仿真实验表明，

本文所提算法不仅能保证良好的参数估计性能，且

相较于经典的FRI谱估计算法，其运算速度得到大

幅度的提升，十分有利于实际工程中的应用。

本文的安排如下：第2节介绍脉冲流的信号模

型以及采样结构；第3节介绍针对于傅里叶系数实

部的零化滤波器算法及关键环节的证明，并展示本

文所提CDoD以及NSoD算法及相应的证明过程；

第4节安排本文的仿真验证实验；第5节进行总结。 

2    信号模型及采样结构

脉冲流如式(1)所示

x(t) =

K∑
k=1

akh(t− tk) (1)

{ak, tk}Kk=1

tk ∈ [0, τ) ak > 0 τ

h(t)

h(t) = δ(t)

γ = 2K/τ

其中， 分别代表脉冲流的幅度参数以及

时延参数，且 , ； 代表脉冲流函数

的时间域支撑。 为脉冲流基函数，在经典FRI

理论中通常假设 为Dirac函数[6]。根据FRI

采样理论，信号的新息率为 [11]，信号的

傅里叶系数实部可以根据泊松求和公式[26]表示为

X[m] =
1

τ

K∑
k=1

ak cos
(
2πmtk

τ

)
(2)

m ∈ Z

x(t) g(t)

fs = 1/Ts

Ts c[n] n = 0, 1, ...,

N − 1 N Ts = τ/N

其中， 。为了实现对脉冲流信号的欠Nyquist
采样，本文提出如图1所示的采样结构。图1中原始

信号 首先经过带宽为B的理想低通滤波器 [20]，

然后以 的采样速率进行低速采样，其中

为滤波信号的采样时间，采样值为 , 

， 为采样的点数，并且 。 

3    基于傅里叶系数实部的谱估计算法
 

3.1  基于傅里叶系数实部的零化滤波器算法

对于实际测量过程，一般对采样值进行傅里叶
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变换之后，再分离傅里叶系数实部信息，但此过程

十分冗余。为了提高信息的获取效率，本节首先提

出基于离散余弦变换直接获取傅里叶系数实部的方

法。针对傅里叶系数实部的零化滤波器的具体形式

已经在文献[22]中提出，但是缺少对零化滤波器系

数存在性及唯一性的有效证明。本节将从矩阵线性

空间的角度，补充完成零化滤波器系数的存在性及

唯一性证明。

c[n]采样值 的离散余弦变换 (Discrete Cosine

Transform, DCT)可以表示为

XDCT[l] =

√
2

N
β[l]

N−1∑
n=0

c[n] cos
(
πl(2n+ 1)

2N

)
(3)

0 ≤ l ≤ N − 1 l = 0 β[l]=1
/√

2

l ≥ 1 β[l] = 1

其中， ；当 时， ，当

时， 。

c[n] N

c̃[r] 0 ≤ r ≤ N − 1

c[r] = c̃[r] N ≤ r ≤ 2N − 1 c̃[r] = 0 c̃[r]

2N

如果对采样值 进行 点补0操作，则得到新

的 序 列 。 该 序 列 满 足 当 时 ，

，当 时， 。序列

的 点离散傅里叶变换可以表示为

C[k] =

2N−1∑
r=0

c̃[r]e−j 2πkr
2N , 0 ≤ k ≤ 2N − 1 (4)

Re {·}如果定义 表示序列的傅里叶系数实部，那么

Re
{
C[k]e−j πk

2N

}
=

N−1∑
n=0

c[n] cos
(
πk(2n+ 1)

2N

)
(5)

c[n]由于序列 的补0操作，在式(5)中有效的系数为

D[m] = Re
{
C[2m]e−jπm/N

}
(6)

m = 0, 1, ..., N − 1

N F

其中， 。不失一般性，文中假设

为奇数，并重新定义序列 为

F =
[
D

[
N + 1

2

]
, ..., D[N − 1], D[0],

D[1], ..., D
[
N − 1

2

]]
(7)

F那么序列 可以被重新表示为

F

[
l +

N + 1

2

]
= C[l] =

1

τ

K∑
k=1

ak cos
(
2πl
τ

(tk +
τ

2N
)

)
(8)

l = −(N − 1)/2,−(N − 3)/2, ..., (N − 1)/2

F [1] F

其中， ，

并且 代表序列 的第1个元素。

Z定义序列 为

Z=

[√
N

2
,

√
N

2
, ...,

√
N

2
,
√
N ,

√
N

2
, ...,

√
N

2

]
(9)

c[n] XDCT[l]

C[l]

则采样值序列 的DCT变换 与傅里叶系数

实部序列 之间的关系为

C[l] = XDCT[l] · Z[l] (10)

C[l]

c[n]

因此序列 可以从低通滤波之后的低速采样值

中，由DCT变换求得。

在此，定义零化滤波器满足

A[z] =

K∏
k=1

(1− ukz
−1)(1− u∗

kz
−1) =

2K∑
l=0

A[l]z−k

(11)

(·)∗ A[l] = A[2K − l]

(C ∗A)[l] = 0

A[l]

其中， 表示共轭， ，则存在卷积

关系为 [22]。零化滤波器的根由其系数

唯一决定，为了求解零化滤波器的系数 ，本文

首先证明其根的存在性及唯一性，并给出如下引

理1。

c[n] n = 0, 1, ..., N − 1

4K + 1 C[l] l = −2K,

−2K + 1, ..., 2K

C ∈ R(2K+1)×(2K+1)

ωi + ωj ̸= 2rπ ∀1 ≤ i, j ≤ K r ∈ Z C

2K ωk = 2π/τ ·
(tk + τ/2N) N = 4K + 1 C

引理1　针对如式(1)所示的脉冲流信号产生的

采样值 ,  ，通过离散余弦变换

获取其 个连续的傅里叶系数实部 , 

，并将其排列成Toep l i t z矩阵

的形式。如果假定特征参数满

足 ,  且 ，那么矩阵 的

秩为 ，且其零空间的维度为1。这里

,  ，且矩阵 表示为

C =


C[0] C[−1] ... C[−2K]
C[1] C[0] ... C[−2K + 1]
...

...
. . .

...
C[2K] C[2K − 1] ... C[0]


(12)

V ∈ R(2K+1)×2K证明　定义新的矩阵 为

V =


cos(ω10) ... cos(ωk0) sin(ω10) ... sin(ωK0)
cos(ω11) ... cos(ωk1) sin(ω11) ... sin(ωK1)

...
. . .

...
...

. . .
...

cos(ω12K) ... cos(ωk2K) sin(ω12K) ... sin(ωK2K)

 (13)

{ ωk}
K
k=1如果特征频点 满足

ωi + ωj ̸= 2rπ,∀1 ≤ i, j ≤ K (14)

V 2K D = diag那么矩阵 的秩为 。如果定义矩阵

{[a1, a2, ..., ak, a1, a2, ..., ak]} ∈ R2K×2K diag {·}
C

，其中

代表向量的对角化矩阵，那么矩阵 可以表示为

C = V ·D · V T (15)

 

 
图 1 基于sinc采样核的Dirac脉冲流采样结构
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C D C

2K

2K + 1− 2K = 1

因此，矩阵 的秩决定于矩阵 。由于矩阵 的列

空间维度等于其秩为 ，所以其零空间的维度为

。 证毕

A ∈ R(2K+1)×1 (C ∗A)[l] = 0

C ·A = 0 A

C

A {ũl}2Kl=1

将式 ( 1 1 )中零化滤波器的系数矩阵写为

，则卷积运算 的矩阵形

式表示为 。通过引理1可以得知， 位于

Toeplitz矩阵 的零空间内且是唯一的。假设由系

数矩阵 求得的零化滤波器的根为 ，则原始

信号的时间延时参数及其共轭时间参数可以表示为

t̃l = − τ

2π

(
ln(ũl) +

τ

N

)
(16)

{t̃l}2Kl=1 = {tk}Kk=1 ∪ {τ − tk}Kk=1

τ − tk tk

很明显， ，此处将

称为参数 的共轭参数。 

3.2  基于交替乘子迭代的去共轭算法

K

g(t) = Bsinc(Bt) B

由于在零化滤波器算法中使用的是傅里叶系数

实部信息，因此会产生 个共轭根，这会给后续的

特征参数选择过程带来混淆。因此本节将借助采样

值的时域表达形式，实现参数的去共轭。采样核时

域形式为 ，其中 为滤波器的带

宽，那么采样值可以表示为

c[n] =

K∑
k=1

akφ(nTs − tk) (17)

< · > φ(t) = sin(πBt)/

Bτ sin(πt/τ)
其中， 表示信号的内积，

是标准的Dirichlet函数[27]。

{t̃r}2Kr=1 Φ ∈ RN×2K

假设由零化滤波器估计出的时间延迟参数为

，那么如果定义测量矩阵为 为

Φ =


φ(0Ts − t̃1) φ(0Ts − t̃2) ... φ(0Ts − t̃2K)
φ(1Ts − t̃1) φ(1Ts − t̃2) ... φ(1Ts − t̃2K)

...
...

. . .
...

φ((N − 1)Ts − t̃1) φ((N − 1)Ts − t̃2) ... φ((N − 1)Ts − t̃2K)

 (18)

c = [c[0], c[1], ..., c[N − 1]]
T

Φ K

{ak}Kk=1 K a ∈ R2K×1

{ak}Kk=1

{t̃l}2Kl=1

因此对于观测值向量 而

言，其来自矩阵 中的 列的加权组合，权重系数

为 。如果定义一个 稀疏的向量 ，

那么其非0元素应该为 ，其位置对应着Dirac

脉冲流信号时间延迟参数在 中的坐标。为此

本文提出优化方程为

minmize
1

2
∥Φ · a− c∥22 + λ∥z∥1,

s.t. a = z (19)

参考文献[28]中的交替方向乘子法，将式(19)所示

的优化方程改写为

min
a

L(a,z,u) =
1

2
∥Φ · a− c∥22+λ∥z∥1+

ρ

2
∥a− z+u∥22

(20)

λ

a ρ u

a

K

其中， 是稀疏度的惩罚因子，其值越大，则要求

越稀疏；而参数 决定了优化过程的步长。 代表

的是优化过程自身产生的残差向量。在噪声情况

下，得到的向量 仍然为近似稀疏的向量，故而需

要选择其中绝对值最大的 个数的位置作为参数估

计值的坐标(如算法1所示)。
算法1中有

Sλ/ρ(x) =

{
x− λ/ρ, x ≥ λ/ρ
x+ λ

/
ρ, x < λ/ρ

(21)

{tk}Kk=1 {ak}Kk=1通过算法1所示得到参数 ，幅值参数

可以通过最小二乘的方法求得。 

3.3  基于离散余弦变换的协方差矩阵分解算法

通过3.2节的分析可以得知，零化滤波器算法

可以从无噪声的观测值中准确估计Dirac脉冲流信

号的特征参数。然而，当观测值受到噪声的扰动

时，零化滤波器方法的鲁棒性将会变得极差[13]。经

典的谱估计算法如Cazdow滤波迭代算法等，虽然

具有较强的抗噪声能力，但其是针对完整的傅里叶

系数提出的。为了提高基于傅里叶系数实部的参数

估计方法对于噪声的抵抗能力，本节设计了基于离

散余弦变换的协方差矩阵分解算法(CDoD)。
如式(1)所示的Dirac脉冲流信号的傅里叶系数

实部信息可以表示为

cDCT = G · a (22)

cDCT ∈ RN×1其中， ，并且

a =
[a1
2
,
a2
2
, ...,

aK
2

,
a1
2
,
a2
2
, ...,

aK
2

]T
(23)

算法1 时间延迟参数去共轭算法伪代码

Φ c λ ρ K

Imax

　输入：观测矩阵 ，采样值向量 ，参数 , ；脉冲个数 ；算法

　的迭代次数 ；

K a K ℑ　输出： 稀疏向量 ，其 个最大元素的位置集合 。

a0 = c u0 = 0 z0 = 0　(1) 初始化 ， 且 ；

k < Imax　(2) While   do,

ak+1 = (ΦT ·Φ+ ρI)−1(ΦT · c+ ρ(zk − uk))　　　 ,

zk+1 = Sλ/ρ(a
k+1 + uk)　　　 ,

uk+1 = ak+1 − zk+1 + uk　　　 ,

k = k + 1　　　 ,

　　End While;
a K ℑ　(3) 返回 以及其最大的 个元素构成的集合 。
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G ∈ RN×2K矩阵 为

G =


u1
2K u2

2K
... uK

2K v12K v22K ... vK2K
u1
2K−1 u2

2K−1
... uK

2K−1 v12K−1 v22K−1
... vK2K−1

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

u1
−2K u2

−2K
... uK

−2K v1−2K v2−2K
... vK−2K

 (24)

uk
m = ejωkm vkm = e−jωkm

cDCT
其中， ,  。因此对于傅里叶

系数实部向量 的协方差矩阵可以表示为

Rc = E
{
cDCT · (cDCT)T

}
= G ·Ra ·G∗ (25)

E {·} {ak}Kk=1

Ra = E
{
a · aT

}其中， 是期望算子，且 假定为随机变

量，其协方差矩阵为 。本节提出如

下定理。

Rc ∈ RN×N

N ≥ 2K

E ∈ RN×2K Rc 2K

E1 E m− 1

E2 E m− 1 m ≥ 2K + 1

W = E†
1 ·E2

定理1　假设 为式(22)中脉冲流信

号的傅里叶系数实部向量的协方差矩阵且 ,
是 的 个最大奇异值对应的左奇异

向量构成的矩阵。令 为矩阵 的前 行，

为矩阵 的后 行。如果 ，那么

矩阵 的特征值即为零化滤波器式(11)

的根。

u ∈ R2K×1证明　首先定义向量 为

u =
[
ejω1 ejω2 ... ejωK e−jω1 e−jω2 ... e−jωK

]T
(26)

ωk = 2π/τ · (tk + τ/2N)

G1 G m− 1 G2

G m− 1

其中， ，N为信号的采样点

数。假设矩阵 表示矩阵 的前 行， 表示

矩阵 的后 行，那么

G2 = G1 · diag {u} (27)

Rc E G

J ∈ R2K×2K

矩阵 的列空间与矩阵 以及矩阵 是相同的，因

此定义可逆矩阵 ，满足

G = E · J (28)

G1 = E1 · J G2 = E2 · J故而存在 以及 。将式(27)代
入，可以得到

E1 · J · diag {u} = E2 · J (29)

W = E†
1 ·E2定义矩阵 ，则可以得到

W = J−1 · diag {u} · J (30)

J W

u W

由于 为任意可逆矩阵，故而可以选择为矩阵 的

特征矩阵，则向量 即为矩阵 的特征值向量，也

就是零化滤波器式(11)的根。 证毕

{t̃r}2Kr=1一旦获得共轭的时间延迟参数 ，可以通

过去共轭算法，求解原始脉冲信号的参数。本文将

CDoD算法总结为算法2。 

3.4  基于离散余弦变换的零空间搜索算法

N ≥ 4K

为了充分利用Toeplitz矩阵的零空间特性，本

节提出基于离散余弦变换的零空间搜索算法(NSoD)。
如果获取了 个傅里叶系数实部，且将其排

C ∈ R(N−M)×(M+1)

M 2K ≤ M ≤ N − 2K

列成如式(12)的Toeplitz矩阵 ，

其中 是矩阵束参数，且满足 ，

那么通过本节提出的定理2，可以实现时延参数的

准确估计。

c[n]

N ≥ 4K

C[l]

C ∈ R(N−M)×(M+1) e

定理2　通过DCT变换，从采样值序列 中

获取如式(1)所示的脉冲流信号的 个连续的

傅里叶系数实部 ，并排列成Toep l i t z矩阵

，且假定向量 满足

e = [cos(0ωk) + sin(0ωk), cos(1ωk) + sin(1ωk), ...,
cos(Mωk) + sin(Mωk)]

(31)

k = 1, 2, ...,K 2K ≤ M ≤ N − 2K

e C

其中， 。如果 ，那

么向量 将与矩阵 的零空间正交。

Q ∈ R(N−M)×2K V ∈ R(M+1)×2K

D ∈ R2K×2K

证 明 　 定 义 如 式 ( 1 2 ) 形 式 的 矩 阵

,  是列满秩的，因

此 他 们 的 零 空 间 维 度 为 0。 定 义 对 角 矩 阵

为

D = diag {[a1, a2, ..., ak, a1, a2, ..., ak]} (32)

C C = Q ·D · V T C

V

则矩阵 满足 。因此矩阵 的零空

间与矩阵 的零空间是一致的，即满足

N(C) = N(V T) (33)

N(·)其中， 表示矩阵的零空间。

C

V C

M + 1− 2K M + 1− 2K

{vi|1 ≤ i ≤ M + 1− 2K}

这也就意味着矩阵 的零空间中的向量是垂直

于矩阵 中的列向量的。矩阵 的零空间的维度为

，因此其中含有 个独立的

元素，将他们假设为 ，故

而存在

M+1−2K∑
i=1

∣∣eT · vi

∣∣ = 0, k = 1, 2, ...,K (34)

证毕

算法2 CDoD算法伪代码

cDCT K τ　输入：傅里叶系数实部向量 ，脉冲参数 ，周期 ；

{ak}Kk=1 {tk}Kk=1　输出：Dirac脉冲幅度参数 ，时间延迟参数 。

Rc E E1 E2　(1) 根据式(25)及定理1构建矩阵 以及 ,  和 ；

W = E†
1 ·E2 2K　(2) 根据定理1计算矩阵 的 个特征值；

{t̃r}2Kr=1　(3) 根据式(16)求解含有共轭的时间延迟参数 ；

{tk}Kk=1 {ak}Kk=1

　(4) 根据去共轭算法1以及最小二乘算法计算原始信号的时间延

　迟参数 以及幅度参数 。
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C

C M + 1− 2K

{ωr}2Kr=1 2K

矩阵 的零空间向量可以通过奇异值分解来求

得，他们与矩阵 的最小的 个奇异值对

应的右奇异向量位于同一空间中。当获取到的采样

值含有噪声时，式(34)中的等号不再成立，但本文

仍然期望能够使得式(34)左侧的表达式尽量小。因

此参数 对应着式(35)所示伪谱中的 个最

大的谱峰

S(ω) =
1

M+1−2K∑
i=1

∣∣eT(ω) · vi

∣∣ (35)

同样，通过去共轭算法，可以求得原始信号的

时间延迟参数。将NSoD算法总结为算法3。 

3.5  复杂度分析

C ∈ R(2K+1)×(2K+1)

O
(
(2K + 1)

3
)
= O

(
K3
)

ΦT ·Φ (2K + 1)2N

O
(
(2K + 1)

2
N
)
= O

(
K2N

)
O
(
(2K + 1)

3
)
= O

(
K3
)

N > K

O
(
K3 + K2N

)
=

O
(
K2N

)

本节将分析所提出的算法与经典的零化滤波器

算法在脉冲流信号时间延迟参数估计上的运算复杂

度。为了便于展示，将经典的零化滤波器方法称为

AFoD (Annihilating Filter method based on
DCT)[21]。对于经典方法而言，在对式(12)所示的

矩阵 的奇异值分解过程中，浮

点运算复杂度为 ；在采用

算法1进行共轭根的去除过程中，运算环节主要集

中在第1步， 需要 次乘法运算，

复杂度为 ；而矩阵求逆

的复杂度为 ，由于 ，

因 此 算 法 总 的 复 杂 度 约 为

。

Rc 2KN2

O
(
KN2

)
O
(
N3
)
+ O

(
K3
)

E1

O
(
K3
)

O
(
K2N

)
O
(
N3 +

KN2 + K2N +K3
)
= O

(
N3
)

对于CDoD方法，构造矩阵 需要 次乘

法运算，复杂度为 ；两次特征值分解的运

算复杂度为 ； 矩阵求伪逆过程

的运算复杂度为 ；去共轭算法的复杂度为

；因此CDoD算法总的复杂度为

。

M > 2K

C

O
(
(M + 1)

3
)
> O

(
K3
)

对于NSoD方法，一般取 。第1步构建

矩阵 以及获取其零空间向量的过程中，运算复杂

度为 ；伪谱搜索过程相当

O
(
(M + 1− 2K)

3
)
> O

(
K3
)

O
(
K2N

)
O
(
(M + 1)

3 + (M + 1− 2K)
3 + K2N

)
>

O
(
K3 +K2N

)
= O

(
K2N

)

于对矩阵进行求逆运算，其运算复杂度为

；使用去共轭算法的

复杂度为 ；因此NSoD方法总的复杂度

大 于

。
 

4    仿真实验验证

K = 1

τ = 1

t1 = 0.35τ a1 =

B = 21 τ

N = 21

M = 11

ρ = 0.02

λ = 10

实验1　为了探究本文所提算法对脉冲流信号

时间延迟参数估计的精度，并将其与解析的克拉

默-拉奥下界(Cramer-Rao Lower Bound, CRLB)进
行对比[27]，本实验假设脉冲流信号中包含着

个脉冲，信号周期为  s，且时间延迟参数为

。幅度参数为 1。采样过程中的低通

滤波器带宽选择为  Hz，因此在单位周期 内

需要采样 个点。对于CDoD以及NSoD算

法，假设其矩阵束参数为 ，在去共轭算法

阶段假设交替方向乘子法的参数为 ,
。仿真算法采用归一化均方误差(Norma-

lized Mean Square Error, NMSE)为评价指标，具

体定义为

NMSE = 10 · lg

(
1

K

K∑
k=1

(
tk − t̂k
max(tk)

)2
)

(36)

t̂k其中， 为重构参数。实验假设信噪比范围为–10～

40 dB，对每组数值进行1 000次蒙特卡罗实验。

如图2所示为CDoD, NSoD算法与AFoD算法的

时间延迟参数重构精度对比。在低信噪比的情况

下，3种重构算法的表现区分度不明显，因为此时

的噪声功率极高，信号空间被噪声完全覆盖。然而，

随着信噪比条件的改善，本文提出的算法的重构精

度远超AFoD算法，且更加逼近参数估计的CRLB。
算法在信噪比为10 dB时达到较为稳定的效果，且

此时相较于AFoD算法，精度提高25 dB左右。

在0～15 dB的区间段中，可以发现NSoD算法

的重构精确度要高于CDoD算法。这主要是由于在

NSoD算法谱峰搜索的网格密度可以进行调节，因

 

 
图 2 时间延迟参数重构精度对比

算法3 NSoD方法伪代码

cDCT K τ M　输入：向量 ，脉冲参数 ，周期 ，矩阵束参数 ；

{ak}Kk=1 {tk}Kk=1　输出：脉冲幅度参数 ，时间延迟参数 。

cDCT C

{vi|1 ≤ i ≤ M + 1− 2K}
　(1) 利用 构建矩阵 ，并通过奇异值分解获取其零空间向量

　　   ；

e(ω)　(2) 根据定理2构建向量 ,通过搜索式(35)的伪谱峰值，获得

　　  信号的时间延迟参数；

{t̃r}2Kr=1　(3) 根据式(16)求解含有共轭的时间延迟参数 ；

{tk}Kk=1 {ak}Kk=1　(4) 根据算法1计算信号的参数 以及 。
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此其参数估计的精度相较于CDoD算法会有所提

高。随着信噪比的提高，二者重构效果趋于一致，

但在高信噪比条件下，重构精度依然高于AFoD算法。

实验2　为了比较3种算法重构过程的稳定性，

本实验采用如实验1所设置的实验条件。由图3可以

看出，AFoD算法在低信噪比的情况下收敛性极

差，大约在t = 0.62 s处，还出现了一个显著的共

轭聚集区。这种情况在CDoD算法与NSoD算法上

得到了大大的缓解，其中CDoD算法的重构稳定性

要好于NSoD。这是因为CDoD重构过程是完全解

析的，并不需要参数搜索的过程。NSoD虽然可以

压缩参数搜索网格的密度以获得高的重构精度，但

是在噪声的干扰下会出现虚假谱峰的现象，这种现

象并不严重，这也就是在图3(b)与图3(c)的比较中，

NSoD会出现几个偏离准确值的异常值点，但是其

在0～10 dB区间的精度要高于CDoD算法。

τ K = 7

ak = 1

实验3　下面将要探讨在高新息率的条件下，

本文所提算法与经典FRI理论中利用傅里叶系数的

谱估计算法的重构精度以及运算速度的对比。此处

假设单位时间 内含有 个脉冲信号，其中脉

冲信号的时间延迟参数在周期内服从均匀分布，幅

值参数为 。由于NSoD方法中存在谱峰搜索

的步骤，因此为了仅仅对比谱估计算法中特征值分

N = 141

B = 70

解一步的运算效率，本实验提出使用CDoD算法与

经典的ESPRIT (Estimating Signal Parameter via
Rotational Invariance Techniques)算法[16]进行对比。

在参数估计精度的验证方面，采样点数为 ，

因此滤波器带宽为  Hz。如图4(a)所示，由

于傅里叶系数实部Toeplitz矩阵的规模更大，因此

噪声空间的特征值更多，在相同的噪声能量水平

下，每个特征值量级会更小[29]。这样会使得傅里叶

系数实部的参数估计精度曲线的“截断下降”点相

应提前[30]。CDoD算法在高信噪比的条件下与ES-
PRIT算法保持同样水平的重构精度，虽然在低信

噪比阶段ESPRIT算法的重构精度相对更高，这主

要是由于傅里叶系数所含的信息量高于其实部，会

相应提升其在低信噪比阶段的性能。尽管如此，本

文所提使用傅里叶系数实部的参数估计方法仍然能

够保持与经典ESPRIT方法近乎一致的能力。

N ·K N = 5, 10, ..., 50

在算法运行时间方面，本文使用的PC是Intel(R)
Core i7-8700，CPU频率为3.2 GHz，且RAM内存

为16 GB，整个仿真算法在同样的仿真软件上进行

运算。本文假设仿真信号在无噪声环境下，且采样

点数设置为 ,  ，因此本文所提

去共轭方法可以近似为最小二乘方法，且只需要运

算1次。本文并不考虑参数匹配阶段的运行时间消

 

 
图 3 3种针对傅里叶系数实部的谱估计算法稳定性比较

 

 
图 4 ESPRIT与CDoD算法的重构精度及运行时间对比
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耗，只考虑奇异值分解需要的运算时间。由图4(b)
可知，本文所提算法的运行时间大大降低，相较于

ESPRIT算法，运行时间缩短1/2。 

5    结束语

本文针对脉冲流的欠采样问题，从傅里叶系数

实部的协方差矩阵的旋转不变特性与测量值矩阵的

零空间特性出发，提出了基于离散余弦变换的

CDoD与NSoD两种参数估计算法。与经典的FRI谱
估计算法相比，本文提出的方法不仅提升了Toep-
litz矩阵特征值分解的效率，而且保持了高的参数

估计精度，在工程领域中具有巨大的应用潜力。
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